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摘　 要：提出了一种计算循环噪声作用下周期调制双稳系统驻留时间分布函数的理论方法。 基于具

有分段逃逸速率的两态模型理论，建立粒子逃逸的瞬时速率方程，推导得出驻留时间分布函数的递归

表达式。 基于此，分别计算信号振幅与循环噪声强度比值较大和较小 ２ 种不同情形下驻留时间分布

函数的解析表达式。 并且，从理论和数值模拟两方面分别阐明了循环噪声对驻留时间分布函数结构

的影响。 研究结果表明：驻留时间分布函数呈现指数衰减且在循环滞后时间处出现骤然下降趋势，且
随着噪声强度和相关强度的增大驻留时间分布函数衰减速度变快，说明循环噪声能够加速粒子在势

阱间的跃迁。 此外，在周期信号的调制下，驻留时间分布函数在信号半周期的奇数倍处出现一系列峰

值，这预示着系统发生了随机共振现象。
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　 　 自随机共振［１］的概念提出之后，人们意识到噪

声在非线性科学领域能够起到建设性作用。 然而，
Ｇｏｕｌｄｉｎｇ 等［２］通过实验发现当噪声在系统中传输时

可分裂成多个含有时滞且具有时间关联性的同源噪

声，这类噪声被称为“循环噪声” ［３］。 循环噪声能够

影响非线性系统的动力学行为，如诱导双稳系统的

随机同步［４］、控制可激系统的随机脉冲运动［５］、控
制 Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ 模型的相干共振［６］、诱导 Ｂｉｒｈｙｔｈｍｉｃ
系统的随机分岔等［７］。 特别地，Ｓｕｎ 等［８⁃９］阐明了循

环噪声能够诱导双稳系统以及时滞双稳系统发生随

机共振现象。 循环噪声在通信领域应用较为广泛，
能有效改善通信系统中的区块误码率［１０］，显著提高

正交信道的解码性能［１１］。
近几十年，研究者们提出了一些经典指标来进

一步刻画随机共振现象，包括信噪比［１２］、线性响

应［１３］、驻留时间分布函数［１４］。 作为其中的一个衡

量指标， 驻留时间分布函数最早由 Ｇａｍｍａｉｔｏｎｉ
等［１５］提出，并将粒子在左右对称的势阱中发生连续

２ 次跃迁事件的时间间隔分布定义为驻留时间分

布。 随后 Ｚｈｏｕ 等［１６］开创了一种用来计算在弱周期

信号驱动下双稳系统驻留时间分布函数的近似方

法，并说明了在外部驱动力半周期的奇数倍时驻留

时间分布函数呈现一系列峰值，即系统发生了随机

共振现象。 进一步地，Ｍａｓｏｌｌｅｒ［１７］ 将该方法推广到

时滞双稳系统中，且从理论和数值方面分别阐明了

驻留时间分布函数曲线在时滞处呈现陡然上升或骤

然下降的趋势。 Ｃｕｒｔｉｎ 等［１８］ 采用垂直腔面发射激

光器从实验角度验证了时滞双稳系统中驻留时间分

布函数的特殊结构，与前期的理论结果十分吻合。
最近，Ｓｕｎ 等［１９⁃２０］ 提出了一种计算循环噪声驱动下

双稳系统驻留时间分布函数的理论方法，并用数值

方法验证了该理论方法的可行性。 然而，针对耦合

外部周期驱动力和循环噪声的双稳系统，其驻留时

间分布函数的研究还未被涉及。
鉴于此，本文主要探讨循环噪声作用下周期调

制双稳系统驻留时间分布函数的理论计算方法。 考
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虑过阻尼粒子在系统的双势阱中运动，其朗之万方

程为

ｘ̇ ＝ ｘ － ｘ３ ＋ Ａｓｉｎ（ωｔ ＋ ϕ） ＋ Ｄζ（ ｔ） （１）
且

ζ（ ｔ） ＝ ζ（ ｔ） ＋ εζ（ ｔ － τ） （２）
式中： Ａｓｉｎ（ωｔ ＋ ϕ） 是外部周期驱动力；Ａ 表示振

幅；ω 表示频率；ϕ 表示相位。 此外，Ｄ 表示噪声强

度；ε 表示相关强度；τ 表示循环滞后时间。 （２） 式

中的 ζ（ ｔ） 表示循环噪声，是由高斯白噪声 ξ（ ｔ） （主
噪声） 和噪声循环项 εξ（ ｔ － τ）（第二噪声） 构成的，
且满足

〈ξ（ ｔ）〉 ＝ ０， 〈ξ（ ｔ ＋ ｔ′）ξ（ ｔ）〉 ＝ ２δ（ ｔ′） （３）
因此，得出关于循环噪声的统计性质为

〈ζ（ ｔ）〉 ＝ ０
〈ζ（ ｔ ＋ ｔ′）ζ（ ｔ）〉 ＝ ２（１ ＋ ε２）δ（ ｔ′） ＋
　 ２εδ（ ｔ′ ＋ τ） ＋ ２εδ（ ｔ′ － τ） （４）

１　 逃逸速率和驻留时间分布函数理论

不失一般性，假设粒子运动的初始时刻是 ｔ０ ＝ ０
且粒子处在右势阱中。 在不含有外部驱动力时，对
于 ε≠０ 以及一个适当大的时滞 τ，当 ０ ≤ ｔ≤ τ时，
假设 ξ（ ｔ） 和 εξ（ ｔ － τ） 完全不相关。 因此，此时粒子

的逃 逸 速 率 可 由 克 拉 默 法 则 得 出， 即 ｒ ＝

（ ２π） －１ｅｘｐ［ － １ ／ ４（１ ＋ ε２）Ｄ］。
为了便于表述，首先引入一些符号：“∓” 表示

系统的左右势阱，Ｗ ± （ ｔ） 表示在无外部摄动的系统

（Ａ ＝ ０） 中粒子逃出“∓” 的逃逸速率，􀭺Ｗ ± （ ｔ） 表示

在模型（１） 中粒子逃出“∓” 的速率。 由文献［１６］
可得
􀭺Ｗ ± （ ｔ） ＝

　 １ ∓ ３
４
Ａｓｉｎ（ωｔ ＋ ϕ） － ６９

３２
Ａ２ｓｉｎ２（ωｔ ＋ ϕ）é

ë
êê

ù

û
úú ×

　 ｅｘｐ ± Ａ
􀭺Ｄ
ｓｉｎ（ωｔ ＋ ϕ） － ３Ａ２

４􀭺Ｄ
ｓｉｎ２（ωｔ ＋ ϕ）é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｗ ± （ ｔ）

（５）
式中，􀭺Ｄ ＝ Ｄ（１ ＋ ε２）。 此外，由文献［１９］ 建立的两

态模型可推出 Ｗ ± （ ｔ） 的递归表达式为：

Ｗ ± （ ｔ） ＝ （ ２π） －１ｅｘｐ
－ １

４（１ ＋ ε２）Ｄ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （６）

Ｗ － （ ｔ ＋ ｎτ） ＝ ｑ２ － （ｑ２ － ｑ１）ｎ ＋ ［ ｔ ＋ （ｎ － １）τ］
（７）

Ｗ ＋ （ ｔ ＋ ｎτ） ＝ ｑ１ ＋ （ｑ２ － ｑ１）ｎ ＋ ［ ｔ ＋ （ｎ － １）τ］
（８）

式中

ｑ１ ＝ （ ２π） －１ｅｘｐ
－ １
４Ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ （ ２π） －１ｅｘｐ

－ １
４ε２Ｄ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

（９）

ｑ２ ＝ （ ２π） －１ｅｘｐ
－ １
４Ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － （ ２π） －１ｅｘｐ

－ １
４ε２Ｄ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

（１０）
及

ｎ ＋ （ ｔ） ＝ １
２
ｅｘｐ（ － ２ｒｔ） ＋ １

２
（１１）

ｎ ＋ （ ｔ ＋ ｎτ） ＝ ｎ ＋ （ｎτ） －
ｑ１

ｑ２ ＋ ｑ１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú·

　 ｅｘｐ［ － （ｑ２ ＋ ｑ１） ｔ］ ＋
ｑ１

ｑ２ ＋ ｑ１

＋

　 （ｑ２ － ｑ１）∫ｔ
０
ｎ ＋ ［θ ＋ （ｎ － １）τ］·

　 ｅｘｐ［ － （ｑ２ ＋ ｑ１）（ ｔ － θ）］ｄθ （１２）
式中： ０ ≤ ｔ ＜ τ；ｎ ＝ １，２…。

引入 ｐ ＋ （ ｔ）（ｐ － （ ｔ）） 表示粒子在右（左） 势阱的

概率，则粒子的瞬时逃逸速率方程为

ｐ̇ ± （ ｔ） ＝ － 􀭺Ｗ∓ （ ｔ）ｐ ± （ ｔ） （１３）
　 　 为了计算驻留时间分布函数，首先应考虑粒子

的逃逸时间分布函数。 由于逃逸时间分布函数依赖

于驱动周期的初相位 ϕ，不妨采用 ρ ± ｔ ／ ϕ( ) 表示粒

子的逃逸时间分布函数，且有

ρ ±
ｔ
ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － １

Ｚ
ｄｐ ± （ ｔ）

ｄｔ
（１４）

式中， Ｚ 是归一化常数。
假设逃逸事件是瞬时发生的，则粒子逃出“ ±”

势阱的相位分布 Ｙ ± （ϕ） 为

Ｙ ± （ϕ） ＝ １

２πＩ０
Ａ
􀭺Ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｅｘｐ ± Ａ
􀭺Ｄ
ｓｉｎϕæ

è
ç

ö

ø
÷ （１５）

式中， Ｉ０（ｘ） 是修正贝塞尔函数。 因此驻留时间分

布函数为

〈ρ ± （ ｔ）〉 ϕ ＝ １
Ｚ ∫

２π

０
Ｙ ± （ϕ）ρ ±

ｔ
ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄϕ （１６）

式中， Ｚ 是归一化常数且满足∫∞
０
〈ρ ± （ ｔ）〉 ϕｄｔ ＝ １。

简化之，仅计算粒子在右势阱的驻留时间分布

函数。 对于 ｎτ ≤ ｔ ＜ （ｎ ＋ １）τ，ｎ ＝ ０，１…，（１３） 式

·６６１·
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的解为

ｐ ＋ （ ｔ ＋ ｎτ） ＝ ｐ ＋ （ｎτ）ｅｘｐ － ∫ｔ
０
􀭺Ｗ － （θ ＋ ｎτ）ｄθ[ ]

（１７）
由（１４）式和（１７）式可推导出逃逸时间分布函数的

递归表达式为

ρ ＋ ｔ ＋ ｎτ ／ ϕ( ) ＝ １
Ｚ
ｐ ＋ （ｎτ）􀭺Ｗ － （ ｔ ＋ ｎτ） ×

　 ｅｘｐ － ∫ｔ
０
􀭺Ｗ － （θ ＋ ｎτ）ｄθ[ ] （１８）

式中， Ｚ 是归一化常数。 由（１６） 式和（１８） 式可得

驻留时间分布函数的递归表达式为

〈ρ ＋ （ ｔ ＋ ｎτ）〉 ϕ ＝ １
Ｚ ∫

２π

０
Ｙ ＋ （ϕ）ｐ ＋ （ｎτ）􀭺Ｗ － （ ｔ ＋ ｎτ） ×

　 ｅｘｐ － ∫ｔ
０
􀭺Ｗ － （θ ＋ ｎτ）ｄθ[ ] ｄϕ （１９）

式中， Ｚ 是归一化常数且满足∑
∞

ｎ ＝ ０
∫（ｎ＋１）τ
ｎτ

〈ρ ＋ （ ｔ ＋

ｎτ）〉 ϕｄｔ ＝ １。

２　 较大 Ａ ／􀭺Ｄ 情形下的驻留时间分布
函数

为了进一步了解驻留时间分布函数的结构，首
先计算 Ａ ／􀭺Ｄ 较大时驻留时间分布函数的近似解析

表达式，并基于此讨论其结构特性。
２．１　 理论计算

对于较大的Ａ ／􀭺Ｄ，当０≤ ｔ ＜ τ时，粒子逃出右势

阱的逃逸速率可近似为

􀭺Ｗ － （ ｔ） ≅ ｒｅｘｐ － Ａ
􀭺Ｄ
ｓｉｎ（ωｔ ＋ ϕ）é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （２０）

由（１３）式经过一系列的计算可得驻留时间分布函

数为

〈ρ ＋ （ ｔ）〉 ϕ ＝ １
Ｚ
ｒｅｘｐ［ － αｃｏｓ（ωｔ）］ × ｅｘｐ·

－ β π
２α

ｅｘｐ（α） ２ｎ ＋ １ ＋ ｅｒｆ α
２

（ω􀭰ｔ － π）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú{ }{ }
（２１）

式中： α ＝ Ａ
􀭺Ｄ
；β ＝ ｒ

ω
；ｎ ＝ ｉｎｔ ωｔ

２π
æ

è
ç

ö

ø
÷ ；ω􀭰ｔ ＝ｍｏｄ（ωｔ，２π）；

ｅｒｆ（ｘ） 是误差函数。
当 τ≤ ｔ ＋ τ ＜ ２τ时，根据（５） 式和（７） 式，逃逸

速率可近似为

􀭺Ｗ － （ ｔ ＋ τ） ≅
ｑ２ ＋ ｑ１

２
－
ｑ２ － ｑ１

２
ｅｘｐ（ － ２ｒｔ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
×

　 ｅｘｐ｛ － αｓｉｎ［ω（ ｔ ＋ τ） ＋ ϕ］｝ （２２）
令 ｔ１ ＝ ｔ ＋ τ，且将（２２） 式代入（１７） 式得

ｐ ＋ （ ｔ１） ＝ ｐ ＋ （τ）ｅｘｐ － １
ω ∫

ωｔ １

ωτ
ｅｘｐ［ － αｓｉｎ（θ ＋ ϕ）］ ×{

　
ｑ２ ＋ ｑ１

２
－
ｑ２ － ｑ１

２
ｅｘｐ（２ｒτ）ｅｘｐ（ － ２βθ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄθ}

（２３）

令 Ｋ ＝ ∫ωｔ １
ωτ

ｅｘｐ［ － αｓｉｎ（θ ＋ ϕ）］ｄθ

Ｌ ＝ ∫ωｔ １
ωτ

ｅｘｐ（ － ２βθ）ｅｘｐ［ － αｓｉｎ（θ ＋ ϕ）］ｄθ

　 　 对于 α → ∞，ｅｘｐ［ － αｓｉｎ（θ ＋ ϕ）］ 在 θ ＋ ϕ ＝
３
２
π 处取极大值，因此由高斯近似［２１］ 可得

ｅｘｐ［ － αｓｉｎ（θ ＋ ϕ）］ ≅

　 ｅｘｐ α － １
２
α θ ＋ ϕ － ３π

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
êê

ù

û
úú （２４）

通过计算得

Ｋ ＝ ｅｘｐ（α） π
２α

２ｎ１ ＋ ｅｒｆ α
２

ω􀭰ｔ１ ＋ ϕ － ３π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
－{

ｅｒｆ α
２

ωτ ＋ ϕ － ３π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú } （２５）

式中， ｎ１ ＝ ｉｎｔ
ωｔ１
２π

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ω􀭰ｔ１ ＝ ｍｏｄ（ωｔ１，２π）。

Ｌ ＝ ｅｘｐ（α） π
２α

ｅｘｐ ２β２

α
＋ ２β ϕ － ３π

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ×

　 ｅｒｆ α
２

ωｔ１ ＋ ϕ － ３π
２

＋ ２β
α

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
－{

　 ｅｒｆ α
２

ωτ ＋ ϕ － ３π
２

＋ ２β
α

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú } （２６）

因此

ｐ ＋ （ ｔ１） ＝ ｐ ＋ （τ）ｅｘｐ －
ｑ２ ＋ ｑ１

２ω
Ｋ ＋

ｑ２ － ｑ１

２ω
ｅｘｐ（２ｒτ）Ｌ{ }

（２７）
式中

ｐ ＋ （τ） ＝

ｅｘｐ － β π
２α

ｅｘｐ（α） ２ｎ － ｅｒｆ α
２

ϕ － ３π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú{{ ＋

ｅｒｆ α
２

ω􀭵τ ＋ ϕ － ３π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú } } （２８）
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且 ｎ ＝ ｉｎｔ ωτ
２π

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ω􀭵τ ＝ ｍｏｄ（ωτ，２π）。 由（１８） 式可得

ρ ＋
ｔ１
ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １

Ｚ
ｐ ＋ （τ）·

　
ｑ２ ＋ ｑ１

２
－
ｑ２ － ｑ１

２
ｅｘｐ［ － ２ｒ（ ｔ１ － τ）］{ }·

　 ｅｘｐ［ － αｓｉｎ（ωｔ１ ＋ ϕ）］·

　 ｅｘｐ －
ｑ２ ＋ ｑ１

２ω
Ｋ ＋

ｑ２ － ｑ１

２ω
ｅｘｐ（２ｒτ）Ｌ{ } （２９）

对于 Ａ ／􀭺Ｄ → ∞，Ｙ ＋ （ϕ） 在 ϕ ＝ π
２

处取极大值，因此

当 τ≤ ｔ１ ＜ ２τ 时，驻留时间分布函数的解析表达式

可近似为

〈ρ ＋ （ ｔ１）〉 ϕ ＝ １
Ｚ
ｐ ＋ （τ）·

　
ｑ２ ＋ ｑ１

２
－
ｑ２ － ｑ１

２
ｅｘｐ［ － ２ｒ（ ｔ１ － τ）］{ }·

　 ｅｘｐ［ － αｓｉｎ（ωｔ１ ＋ ϕ）］·

　 ｅｘｐ －
ｑ２ ＋ ｑ１

２ω
􀭵Ｋ ＋

ｑ２ － ｑ１

２ω
ｅｘｐ（２ｒτ）􀭵Ｌ{ } （３０）

式中

􀭵Ｋ ＝ ｅｘｐ（α） π
２α

２ｎ１ ＋ ｅｒｆ α
２

（ω􀭰ｔ１ － π）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
－{

　 ｅｒｆ α
２

（ωτ － π）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú } （３１）

􀭵Ｌ ＝ ｅｘｐ（α） π
２α

ｅｘｐ ２β２

α
＋ ２βπæ

è
ç

ö

ø
÷ ×

　 ｅｒｆ α
２

ω􀭰ｔ１ － π ＋ ２β
α

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
－{

　 ｅｒｆ α
２

ωτ － π ＋ ２β
α

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú } （３２）

２．２　 结果分析

如图 １ 所示，固定参数 Ｄ ＝ ０．０４，Ａ ＝ ０．１５，ω ＝

０．０５，ε ＝ ０．３，发现在 ｔ ＝ （２ｎ ＋ １）Ｔ
２

，ｎ ＝ ０，１，２… 处

（其中 Ｔ 表示外部驱动力的周期），驻留时间分布函

数呈现一系列的峰值，说明系统发生了随机共振现

象。 此外，值得注意的是驻留时间分布函数在 ｔ ＝ τ
处骤然下降，呈现出明显的间断性。

为了进一步了解循环噪声对驻留时间分布函数

结构产生的影响，将含有噪声循环过程的驻留时间

分布函数结构与不含有第二噪声项的驻留时间分布

图 １　 驻留时间分布函数理论结果（实线）和数值模拟

结果（Ｄ＝ ０．０４，Ａ＝ ０．１５，ω＝ ０．０５，ε＝ ０．３，τ＝ ３００）

函数结构进行对比。 如图 ２ 所示，设定参数 Ｄ ＝
０．０４，Ａ ＝ ０．１５，ω ＝ ０．０５，ε ＝ ０．３，τ ＝ ３００（实线） 和

Ｄ ＝０．０４，Ａ ＝ ０．１５，ω ＝ ０．０５，ε ＝ ０（虚线），其中图

２ａ） 表示理论结果，图 ２ｂ） 表示数值结果。 通过对

比发现，当 ｔ ＜ τ 时，在循环噪声作用下驻留时间分

布函数的峰值变大，然而，当 ｔ ＞ τ时，却与之相反。
这说明当 ｔ ＜ τ时循环噪声能够增强随机共振效应，
当 ｔ ＞ τ时，由于循环噪声的驱动随机共振效应相对

减弱。

图 ２　 τ＝ ３００ 和 τ＝ ０ 的驻留时间分布函数（Ｄ＝ ０．０４，Ａ＝
０．１５，ω＝ ０．０５，ε＝ ０）

３　 较小 Ａ ／􀭺Ｄ 情形下的驻留时间分布
函数

３．１　 理论计算

在较小 Ａ ／􀭺Ｄ 情形下，当 ０ ≤ ｔ ＜ τ 时，粒子逃出

右势阱的逃逸速率可近似为
􀭺Ｗ － （ ｔ） ≅

　 ｒ １ － αｓｉｎ（ωｔ ＋ ϕ） ＋ １
２
α２ｓｉｎ２（ωｔ ＋ ϕ）é

ë
êê

ù

û
úú （３３）

将初始条件 ｐ ＋ （ ｔ０ ＝ ０） ＝ １ 与（３３） 式代入（１７）式
可得

·８６１·
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ｐ ＋ （ ｔ） ＝ ｅｘｐ － １ ＋ １
４
α２æ

è
ç

ö

ø
÷ ｒｔé

ë
êê

ù

û
úú ×

　 ｅｘｐ｛ － αβ［ｃｏｓ（ωｔ ＋ ϕ） － ｃｏｓϕ］ ＋

　 １
８
α２β［ｓｉｎ２（ωｔ ＋ ϕ） － ｓｉｎ２ϕ］}

（３４）

在较小 Ａ ／􀭺Ｄ 的情形下，修正贝塞尔函数 Ｉ０ Ａ ／􀭺Ｄ( ) 可

近似为

Ｉ０
Ａ
􀭺Ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ∑

∞

ｋ ＝ ０

（ － １） ｋ

ｋ！ Γ（ｋ ＋ １）
Ａ
２􀭺Ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ｋ

ｅｋπｉ （３５）

取到 Ａ ／􀭺Ｄ 的 二 次 项，Ｉ０ Ａ ／􀭺Ｄ( ) 可 近 似 为 １ ＋

Ａ２ ／ （４􀭺Ｄ２），分布 Ｙ ＋ （ϕ） 可近似为

Ｙ ＋ （ϕ） ＝ １
２π

１ ＋ αｓｉｎϕ ＋ １
２
α２ｓｉｎ２ϕ － １

４
α２æ

è
ç

ö

ø
÷

（３６）
由 （１９） 式可得当 ０ ≤ ｔ ＜ τ 时，驻留时间分布函数

的解析表达式为

〈ρ ＋ （ ｔ）〉 ϕ ＝ １
Ｚ
ｒｅｘｐ － １ ＋ １

４
α２æ

è
ç

ö

ø
÷ ｒｔé

ë
êê

ù

û
úú ×

　 １ ＋ １
２
α２β２（１ － ｃｏｓωｔ） ＋ １

４
α２（１ － ２ｃｏｓωｔ）é

ë
êê

ù

û
úú

（３７）
　 　 当 τ ≤ ｔ ＋ τ ＜ ２τ 时，不妨设 ｔ１ ＝ ｔ ＋ τ，则 τ ≤
ｔ１ ＜ ２τ。 将 ｔ１ ＝ ｔ ＋ τ 代入（５）式和（７）式可近似

得到

􀭺Ｗ － （ ｔ１） ≅
ｑ２ ＋ ｑ１

２
－
ｑ２ － ｑ１

２
ｅｘｐ［ － ２ｒ（ ｔ１ － τ）］{ } ×

　 １ － αｓｉｎ（ωｔ１ ＋ ϕ） ＋ １
２
α２ｓｉｎ２（ωｔ１ ＋ ϕ）é

ë
êê

ù

û
úú （３８）

通过一系列的计算，当 τ ≤ ｔ１ ＜ ２τ 时，驻留时间分

布函数的解析表达式为

〈ρ ＋ （ ｔ１）〉 ＝ １
Ｚ
ｐ ＋ （τ）·

　 ｅｘｐ －
ｑ２ ＋ ｑ１

２
１ ＋ １

４
α２æ

è
ç

ö

ø
÷ （ ｔ１ － τ） －{

　
ｑ２ － ｑ１

４ｒ
１ ＋ １

４
α２æ

è
ç

ö

ø
÷ ｛ｅｘｐ［ － ２ｒ（ ｔ１ － τ）］ － １｝} ×

　
ｑ２ ＋ ｑ１

２
－
ｑ２ － ｑ１

２
ｅｘｐ［ － ２ｒ（ ｔ１ － τ）］{ }·

　 １ ＋ １
４
α２ － １

２
α２ｃｏｓωｔ１{ ＋ １

２
α２·

　
ｑ２ ＋ ｑ１

２ω
Ａ

é

ë
ê
ê

＋
（ｑ２ ＋ ｑ１） ２

４ω２ Ｂ －
β２（ｑ２ － ｑ１）
ω（４β２ ＋ １）

Ｃ
ù

û

ú
ú
－

１
２
α２ β２（ｑ２

２ － ｑ２
１）

ω２（４β２ ＋ １）
Ｄ ＋

β４（ｑ２ － ｑ１） ２

ω（４β２ ＋ １）
１ ＋ １

４
β２æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｅ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú }

（３９）
式中

Ａ ＝ ｓｉｎωｔ１ － ｓｉｎωτ － ｓｉｎω（ ｔ１ － τ）
Ｂ ＝ １ － ｃｏｓω（ ｔ１ － τ）

Ｃ ＝ １
β

＋ ２ｓｉｎωｔ１ － １
β
ｃｏｓωｔ１

æ

è
ç

ö

ø
÷·

　 ｅｘｐ［ － ２ｒ（ ｔ１ － τ）］ － ２ｓｉｎω（ ｔ１ － τ） －

　 １
β
ｃｏｓω（ ｔ１ － τ） － ２ｓｉｎωτ ＋ １

β
ｃｏｓωτ

Ｄ ＝ １ － ｃｏｓω（ ｔ１ － τ） － １
２β

ｓｉｎω（ ｔ１ － τ）é

ë
êê

ù

û
úú ×

　 ｅｘｐ［ － ２ｒ（ ｔ１ － τ）］ － ｃｏｓω（ ｔ１ － τ） ＋

　 １
２β

ｓｉｎω（ ｔ１ － τ） ＋ １

Ｅ ＝－ ４ｅｘｐ［ － ２ｒ（ ｔ１ － τ）］ｃｏｓω（ ｔ１ － τ） ＋
　 ２｛ｅｘｐ［ － ４ｒ（ ｔ１ － τ）］ ＋ １｝ （４０）

且

ｐ ＋ （τ） ＝ ｅｘｐ － １ ＋ １
４
α２æ

è
ç

ö

ø
÷ ｒτé

ë
êê

ù

û
úú ×

　 ｅｘｐ｛ － αβ［ｃｏｓ（ωτ ＋ ϕ） － ｃｏｓϕ］ ＋

　 １
８
α２β［ｓｉｎ２（ωτ ＋ ϕ） － ｓｉｎ２ϕ］} （４１）

３．２　 结果分析

固定参数 Ｄ ＝ ０．０７，Ａ ＝ ０．０６，ε ＝ ０．４，τ ＝ ２００，根
据（３７） 式和（３９） 式所得的驻留时间分布函数的解

析结果与数值模拟结果如图 ３ 所示。

图 ３　 随 ｗ 变化的驻留时间分布函数的理论结果和数值

模拟结果（Ｄ ＝ ０．０７，Ａ ＝ ０．０６，ε ＝ ０．４，τ ＝ ２００）

·９６１·
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从图 ３ 中可以看到驻留时间分布函数呈分段指

数衰减，且在 ｔ ＝ τ处出现骤然下降现象，呈现出明显

的间断性。 另外，在 ｔ ＝ （２ｎ ＋ １）Ｔ
２

，ｎ ＝ ０，１，２… 处

（其中 Ｔ 表示外部驱动力的周期） 驻留时间分布函

数出现了极大值，这预示着随机共振现象的发生。
３．２．１　 噪声强度的影响

取参数 Ａ ＝ ０．０６，ω ＝ ０．１，ε ＝ ０．５，τ ＝ １５０，如图４
所示：当噪声强度Ｄ适当变化时，驻留时间分布函数

曲线具有分段衰减变化趋势，且在 ｔ ＝ τ 处出现间

断。 随着 Ｄ 的增大，在 ｔ ＝ τ 处间断的间距逐渐变小

乃至于消失。 如图 ４ｄ） 所示，驻留时间分布函数曲

线开始单调地指数衰减，这说明了较大的噪声强度

Ｄ 使得主噪声项和第二噪声项之间不再具有相关

性，即驻留时间分布函数的结构可近似地由（３７） 式

决定。 此外，驻留时间分布函数衰退速率随着 Ｄ 的

增大而加快， 说明了循环噪声可以加速粒子的

跃迁。

图 ４　 随 Ｄ 变化的驻留时间分布函数的理论结果和数值模

拟结果（Ａ ＝ ０．０６，ω ＝ ０．１，ε ＝ ０．５，τ ＝ １５０）

３．２．２　 相关强度的影响

将参数 Ｄ ＝ ０．０７，Ａ ＝ ０．０５，ω ＝ ０．１５，τ ＝ ２００ 固

定，不同相关强度如 ε ＝ ０，ε ＝ ０．３，ε ＝ ０．７以及 ε ＝ １
的驻留时间分布函数如图 ５ 所示。 从图 ５ａ） ～ ５ｂ）

可以发现在 ｔ ＝ （２ｎ ＋ １）Ｔ
２

，ｎ ＝ ０，１，２…处（Ｔ表示外

部驱动力的周期），驻留时间分布函数出现峰值，即
系统产生了随机共振效应。 对比图 ５ａ） ～ ５ｂ），发
现当系统具有第二噪声项时，驻留时间分布函数在 ｔ

＝ τ处出现明显间断。 此外，驻留时间分布函数的峰

值随着相关强度 ε 的增大逐渐变弱，甚至消失，如图

５ｃ） ～ ５ｄ） 所示， 这说明了较大的相关强度 ε 可抑

制随机共振效应。 同时，驻留时间分布函数的衰退

速率随着相关强度 ε 的增大而加快，说明在较大强

度的循环噪声能够缩短粒子在某个势阱的驻留时

间，即加剧了粒子的逃逸运动。

图 ５　 随 ε 变化的驻留时间分布函数的理论结果和数值模

拟结果（Ｄ＝ ０．０７，Ａ＝ ０．０５，ω＝ ０．１５，τ＝ ２００）

４　 结　 论

本文主要提供了一种计算耦合周期信号和循环

噪声的双稳系统驻留时间分布函数的理论方法。 基

于具有分段逃逸速率的两态模型，推导出逃逸时间

分布函数和驻留时间分布函数的递归表达式。 在此

基础上，运用近似方法，分别给出较大 Ａ ／􀭺Ｄ 和较小

Ａ ／􀭺Ｄ 这２种情形下０≤ ｔ ＜ τ和 τ≤ ｔ１ ＜ ２τ驻留时间
分布函数的解析表达式。 从理论和数值两方面对驻

留时间分布函数进行分析，二者吻合性较好，充分验

证了理论计算方法的有效性，且该计算方法可推广

到 ｔ ＞ ２τ 的情形。 此外，从理论和数值两方面论证

了循环噪声对驻留时间分布函数结构的影响：对于

较大的 Ａ ／􀭺Ｄ，驻留时间分布函数呈现指数衰减现象

且在 ｔ ＝ τ处出现明显间断，且当 ｔ ＜ τ时循环噪声能

够增强随机共振效应，而当 ｔ ＞ τ 时，随机共振效应

相对减弱。 对于较小的 Ａ ／􀭺Ｄ，驻留时间分布函数呈

现指数衰减现象且在 ｔ ＝ τ 处出现间断，随着噪声强

度和相关强度的增加间断性逐渐减小甚至消失。 特

别地，循环噪声在某种程度上可以抑制随机共振的

·０７１·
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发生。 本文研究方法可用于计算耦合时滞的周期调 制双稳系统的驻留时间分布函数。
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