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摘　 要：针对火箭一子级着陆问题，提出一种基于二阶皮卡－切比雪夫－牛顿类算法的制导方法。 基

于动力学方程的自然二阶皮卡迭代格式及切比雪夫多项式，将连续时间动力学方程进行离散化处理；
将考虑终端约束的着陆问题转化为关于终端约束函数的非线性最小二乘问题，并采用高斯－牛顿方法

求解该问题；在此基础上，在高斯－牛顿法的迭代过程中引入投影方法，实现推力的不等式约束。 基于

上述算法设计闭环制导并完成着陆段数值仿真。 仿真结果表明，该制导方法具有较好的终端精度及

计算效率。
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　 　 发展可重复使用的运载器能够大大降低发射成

本及发射周期，是实现低成本进入太空的重要途径

之一。 使用火箭发动机作为动力的部分可重复使用

运载器是一个主要发展方向，尤其是火箭动力的两

级入轨可重复使用运载器［１］。 火箭的一子级垂直

着陆任务，一方面需要在推力受限的情况下实现减

速和调节，另一方面需要满足终端垂直定点着陆的

状态约束（位置、速度、姿态）。 对于这种复杂约束

下的控制问题，需要采用自主性更好、适应能力更强

的制导方法。 随着“计算制导与控制” ［２］ 概念的发

展，以在线实时轨迹规划为基础的闭环制导成为一

种新的可行途径。
轨迹规划方法一般可以分为间接法和直接法。

间接法通常基于庞特里亚金极大值定理将最优控制

问题转化为两点边值问题进行求解。 间接法在计算

精度及计算时间上具有一定的优势，但对初始猜测

极为敏感，并且较难处理复杂的模型与约束。 直接

法通过离散控制量和状态量，将最优控制问题转化

为一般的非线性规划问题进行求解。 直接法中的伪

谱方法以全局插值多项式为基函数，在选定的正交

配点上近似状态量和控制量，实现问题的转化。 伪

谱方法可以避免龙格现象且离散精度更高，所以多

种伪谱方法被应用在月球及火星的着陆问题

中［３⁃４］。 然而，伪谱方法只是一种离散方法，大规模

非线性规划问题的求解并不依赖于此过程。
对于具有凸结构的一类问题，尤其是二阶锥规

划问题，直接法中的凸优化算法可以高效可靠求解。
在关于着陆问题的研究中，Ａｃｉｋｍｅｓｅ 等［５］ 将凸优化

算法应用在火星有动力着陆的轨迹优化问题中，对
非凸的推力上下限约束实现了“无损凸化”。 对于

火箭一子级着陆这样的非线性动力学系统，Ｌｉｕ［６］对

动力学方程进行逐次线性化和逐次近似，将非凸问

题转化为一系列凸子问题进行求解，这种方法也被

称 为 序 列 凸 优 化 算 法 （ ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌ ｃｏｎｖｅｘ
ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ，ＳＣＰ）。 在此基础上，伪谱离散［７⁃８］、虚
拟控制［９］、信赖域更新［１０］等技巧被引入序列凸优化

算法以改善精度与收敛性。 针对火箭垂直着陆的问

题，以上述序列凸优化算法为基础设计了多种闭环

制导方法［１１⁃１３］，这些方法存在只考虑纵向平面动力

学模型，或需要较强凸化经验等不足。 同时，快速性

始终是轨迹优化算法能否在线应用的重要考量因

素，而目前的数值仿真计算平台与实际箭载平台计

算能力具有一定差距。 因此，轨迹优化算法的计算

效率仍需进一步提高。
近年来，Ｍａ 等［１４⁃１５］将改进切比雪夫－皮卡迭代

法（ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ⁃Ｐｉｃａｒｄ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ，ＭＣＰＩ）与高

斯－牛顿法结合，提出一种改进的并行结构牛顿类
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算法。 这种算法可以快速求解问题得到可行解，相
对于凸优化算法具有更高的计算效率。 该算法应用

在导弹末制导、运载火箭上升段场景时，表现出较好

的计算效率、计算精度及鲁棒性。
因此，针对存在推力约束和终端约束的火箭子

级垂直着陆问题，本文结合具有并行结构的牛顿类

算法的思路，提出一种改进的基于二阶皮卡－切比

雪夫－牛顿类算法的制导方法。 微分动力学方程的

二阶皮卡迭代格式不仅可以使得不同时刻的状态量

彼此独立，而且可以使得状态量表达式显式包含控

制量。 同时，以切比雪夫多项式作为基函数，对二阶

皮卡迭代格式的动力学方程进行离散，以此来提高

算法的离散精度。 经过上述的步骤，将问题构建为

非线性最小二乘问题，采用高斯－牛顿法求解，引入

投影方法实现推力限幅，得到待求解变量的显式表

达式来迭代求解。 最后，以上述算法为基础，结合制

导策略实现火箭垂直着陆的闭环制导。 采用提出方

法和序列凸优化算法进行了优化对比分析，验证了

提出方法的性能；并对本文制导方法进行了闭环制

导仿真，验证闭环制导方法的有效性。

１　 火箭一子级垂直着陆动力学模型

本文研究火箭一子级垂直定点着陆问题，首先

建立着陆固联坐标系和三自由度动力学方程。 因为

垂直着陆段初始位置和速度相对均较小，所以忽略

过程中的热流约束和动压约束。 同时，着陆阶段的

飞行距离和时间范围较小，因此忽略地球自转产生

的牵连加速度和科氏加速度。
着陆固联坐标系原点与着陆点 Ｏ 固联，Ｏｘ 轴在

预先设定的着陆点水平面内，Ｏｙ 轴垂直于着陆点水

平面指向正上方，Ｏｚ 轴与 ｘＯｙ 面垂直并构成右手坐

标系。 着陆固联坐标系的动力学方程（１）式所示

ｒ̇ ＝ ｖ
ｖ̇ ＝ （Ｔ ＋ ＦＡ） ／ ｍ ＋ ｇ（ｒ）
ｍ̇ ＝ － ‖Ｔ‖ ／ （ Ｉｓｐｇ０）

ì

î

í

ïï

ïï

（１）

式中： ｒ 为位置矢量；ｖ 为速度矢量；ｍ 为质量；Ｉｓｐ 为

比冲；ｇ０ 为海平面引力加速度。 推力矢量 Ｔ 与火箭

纵轴方向一致。 火箭飞行过程中受到的气动力在箭

体坐标系表示，箭体坐标系以火箭质心为原点 Ｏ１，
Ｏ１ｘ１ 轴沿体轴指向箭体头部，Ｏ１ｙ１ 轴在火箭主对称

平面内垂直于 Ｏ１ｘ１ 轴，Ｏ１ｚ１ 轴与 ｘ１Ｏ１ｙ１ 面垂直并构

成右手坐标系。 因为着陆过程中箭体处于小攻角状

态，所以只考虑轴向气动力 ＦＡ，其数值表达式为

ＦＡ ＝ １
２
ρＶ２·Ｓ·ＣＡ （２）

式中： ρ 为大气密度（标准大气模型）；Ｖ 为速度大

小；Ｓ为参考面积；ＣＡ 为轴向气动力系数。 引力加速

度表示为

ｇ ＝ － μ
Ｒ３Ｒ （３）

　 　 Ｒ 为当前点地心矢径在着陆坐标系的矢量形

式，Ｒ为地心距，μ为地球引力常数。 在着陆过程中，
火箭的推力 Ｔ 存在幅值约束

Ｔｍｉｎ ≤ ‖Ｔ‖ ≤ Ｔｍａｘ （４）
同时，为了满足精确着陆的要求，火箭的终端状态约

束如（５）式所示

ｒｆ ＝ ｒ∗ｆ 　 ｖｆ ＝ ｖ∗
ｆ 　 ｍｆ ≥ ｍｄｒｙ （５）

式中： ｒ∗ｆ ，ｖ∗
ｆ 分别为期望终端位置、速度；ｍｄｒｙ 为火

箭的干质量。
因此，基于动力学方程（１）式，考虑终端误差最

小，火箭一子级垂直定点着陆的轨迹优化问题可以

概括描述为

ｍｉｎ　 Ｊ ＝ ‖ψ（ｘ（ ｔｆ））‖２

ｓ．ｔ．　 ｘ̇ ＝ ｆ（ｘ（ ｔ），ｕ（ ｔ））
　 　 ｘ（ ｔ０） ＝ ｘ∗

０

　 　 Ｔｍｉｎ ≤ ‖Ｔ‖ ≤ Ｔｍａｘ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（６）

式中：状态变量定义为 ｘ ＝ ［ｒＴ，ｖＴ，ｍ］，控制变量定

义为 ｕ ＝ ［ϕ，ψ，η］，其中俯仰角 ϕ、偏航角 ψ 用来调

节推力方向，节流比 η 用来调节推力大小。 终端的

状态误差（包括位置、速度） 用 ψ（ｘ（ ｔｆ）） 表示。

２　 火箭垂直着陆制导方法

本节提出以二阶皮卡－切比雪夫－牛顿类算法

为基础的闭环制导方法。 将着陆过程的动力学方程

采用二阶皮卡迭代格式表示，使得各状态量显式包

含控制量，且不同时刻的状态量之间彼此独立。 然

后将动力学方程基于切比雪夫多项式离散化，并将

离散问题转化为非线性最小二乘问题，引入投影方

法处理推力约束并采用牛顿类算法迭代求解。 最

终，以上述算法过程为基础，结合制导策略，提出火

箭垂直着陆的闭环制导方法。
２．１　 基于二阶皮卡迭代的微分方程求解

皮卡迭代是一种求解常微分方程的方法。 与欧

·９９·
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拉法、龙格库塔方法不同，皮卡迭代的迭代格式可以

使得不同时间的状态量彼此独立。 具体地说，在第

ｋ 次迭代中，当前时刻的状态量并不依赖于上一时

刻的状态量，均与已知的参考状态序列（即上一次

迭代的状态序列）有关。
将（１）式的动力学方程简写为如下形式

ｒ̇ ＝ ｖ
ｖ̇ ＝ ｇｖ（ｘ，ｕ）
ｍ̇ ＝ ｇｍ（ｘ，ｕ）

ì

î

í

ïï

ïï

（７）

式中： ｇｖ（ｘ，ｕ） 表示速度微分方程；ｇｍ（ｘ，ｕ） 表示质

量微分方程。 （７） 式的等价积分形式为

ｒ ＝ ｒ∗０ ＋ ∫ｔ
ｔ０
ｖｄｔ

ｖ ＝ ｖ∗
０ ＋ ∫ｔ

ｔ０
ｇｖ（ｘ，ｕ）ｄｔ

ｍ ＝ ｍ∗
０ ＋ ∫ｔ

ｔ０
ｇｍ（ｘ，ｕ）ｄｔ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（８）

　 　 采用自然一阶系统的皮卡迭代，（８）式的迭代

格式为［１６⁃１７］

ｒｋ ＝ ｒ∗０ ＋ ∫ｔ
ｔ０
ｖｋ－１ｄｔ

ｖｋ ＝ ｖ∗
０ ＋ ∫ｔ

ｔ０
ｇｖ（ｘｋ－１，ｕｋ）ｄｔ

ｍｋ ＝ ｍ∗
０ ＋ ∫ｔ

ｔ０
ｇｍ（ｘｋ－１，ｕｋ）ｄｔ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（９）

　 　 可以看出，参考（９）式的迭代格式，基于参考状

态序列 ｘｋ－１ 和控制序列 ｕｋ，可以更新得到新的状态

序列 ｘｋ。
高斯 － 牛顿法的求解过程中，需要得到雅可比

矩阵，即终端约束方程关于待求解变量的一阶导数

信息。 但由（９） 式的一阶皮卡迭代格式可以看出，
控制量并未显式表示在位置量中，这会使得后续雅

可比矩阵发生奇异且问题不可解。 与文献［１４⁃１５］
不同的是，本文提出的算法采用自然二阶系统的皮

卡迭代格式来处理这一问题，其具体公式为

ｍｋ ＝ ｍ∗
０ ＋ ∫ｔ

ｔ０
ｇｍ（ｘｋ－１，ｕｋ）ｄｔ

ｖｋ ＝ ｖ∗
０ ＋ ∫ｔ

ｔ０
ｇｖ（ｘｋ－１，ｕｋ）ｄｔ

ｒｋ ＝ ｒ∗０ ＋ ∫ｔ
ｔ０
ｖｋｄｔ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（１０）

　 　 将（１０）式中 ｖｋ 的表达式代入 ｒｋ 得

ｍｋ ＝ ｍ∗
０ ＋ ∫ｔ

ｔ０
ｇｍ（ｘｋ－１，ｕｋ）ｄｔ

ｖｋ ＝ ｖ∗
０ ＋ ∫ｔ

ｔ０
ｇｖ（ｘｋ－１，ｕｋ）ｄｔ

ｒｋ ＝ ｒ∗０ ＋ ∫ｔ
ｔ０
ｖ∗
０ ｄｔ ＋ ∫ｔ

ｔ０
∫ｔ
ｔ０
ｇｖ（ｘｋ－１，ｕｋ）ｄｔ[ ] ｄｔ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（１１）
　 　 （１１）式即为完整的二阶皮卡迭代格式的动力

学方程，也是控制序列更新后计算状态序列的方法。
因此，着陆过程位置、速度的动力学方程表示为二阶

皮卡迭代格式后，一方面，可以继承皮卡迭代的优

点，使得 ｘ（ ｔｉ） 与 ｘ（ ｔｉ ＋１） 彼此独立，具有并行计算潜

力；另一方面，可以使得位置量 ｒ 中显式包含控制量

ｕ，简化后续高斯 － 牛顿法中雅可比矩阵的求解。
２．２　 基于切比雪夫多项式的离散化

本节对（１１）式所示的连续动力学方程进行离

散。 相较其他离散化方法，基于切比雪夫多项式的

离散在离散点个数相同时具有更高的精度。 根据文

献［１６⁃１７］，简要概括离散过程为：将动力学方程由

真实时域 ｔ∈［ ｔ０，ｔｆ］转换到虚拟时域 τ∈［－１，１］；在
每次的迭代过程中，引入切比雪夫多项式作为基函

数，选择 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ⁃Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ （ ＣＧＬ） 点作为配

点，逼近（１１）式右端被积函数，然后逐项积分。 上

述过程最终可以化简整理为矩阵相乘的形式，同时，
这一过程也实现了动力学方程的离散。

假设选取 Ｎ ＋ １ 个离散点，定义时间离散序列

为 τ ＝ ［τ ０，τ １，…，τＮ］ Ｔ，状态离散序列、控制离散序

列分别为 Ｘ ＝ ［ｘＴ
０，ｘＴ

１，…，ｘＴ
Ｎ］ Ｔ，Ｕ ＝ ［ｕＴ

０，ｕＴ
１，…，

ｕＴ
Ｎ］ Ｔ。 根据文献［１６⁃１７］，动力学方程（１１） 的离散

形式最终可以表示为

ｍｋ＋１
ｉ ＝ ｍ∗

０ ＋ κ［Ｃｉ·Ａ·Ｇｍ（Ｘｋ，Ｕ）］ Ｔ

ｖｋ＋１
ｉ ＝ ｖ∗

０ ＋ κ［Ｃｉ·Ａ·Ｇｖ（Ｘｋ，Ｕ）］ Ｔ

ｒｋ＋１ｉ ＝ ｒ∗０ ＋ κ［τ － （ － １）］ｖ∗
０ ＋

　 κ２［Ｃｉ·Ａ·Ｃ·Ａ·Ｇ（Ｘｋ，Ｕ）］ Ｔ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（１２）

式中： ｉ ＝ ０，１，…，Ｎ 为配点序列；ｋ ＝ １，２，… 为迭代

次数；κ ＝ （ ｔｆ － ｔ０） ／ ２为时间转换参数。 Ａ ＝ＲＳＴＶ，Ｔ
由基函数切比雪夫多项式决定，Ｃｉ 表示矩阵 Ｃ 在 τ ｉ

时刻的取值。 当离散点个数确定时，Ｃ，Ｔ，Ａ 随即确

定为常值矩阵，这些常数矩阵的具体计算方法在

（１３） ～ （１７） 式给出。 Ｇｖ（Ｘｋ，Ｕ），Ｇｍ（Ｘｋ，Ｕ） 分别

为速度、质量微分方程在各离散点处的取值，具体为

（１８） 式。

·００１·
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　 　 　 Ｃ ＝ ［Ｔ０（τ），Ｔ１（τ），…，ＴＮ（τ）］ （１３） 　 　 　 Ｒ ＝ ｄｉａｇ １， １
２
，…， １

２Ｎ
é

ë
êê

ù

û
úú （１４）

Ｓ ＝

１ － １
２

－ ２
３

１
４

－ ２
１５

… （ － １） Ｎ＋１

Ｎ － １
１ ０ － １ ０ ０ … ０
０ １ ０ － １ ０ … ０
０ ０ １ ０ ０ … ０
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ ０ ０ … ０ － １
０ ０ ０ ０ … １ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

　 　 Ｓ（１，ｊ ＋ １） ＝ （ － １） ｊ ＋１ １
ｊ － １

－ １
ｊ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｊ ＝ ２，…，Ｎ － １ （１５）

　 　 　 Ｔ ＝ ［Ｔ０（τ），Ｔ１（τ），…，ＴＮ（τ）］ Ｔ （１６）

　 　 　 Ｖ ＝ ｄｉａｇ １
Ｎ
， ２
Ｎ
，…， ２

Ｎ
， １
Ｎ

é

ë
êê

ù

û
úú （１７）

Ｇｖ（Ｘｋ，Ｕ） ＝
　 ［ｇｖ（ｘｋ

０，ｕ０），ｇｖ（ｘｋ
１，ｕ１），…，ｇｖ（ｘｋ

Ｎ，ｕＮ）］ Ｔ

Ｇｍ（Ｘｋ，Ｕ） ＝
　 ［ｇｍ（ｘｋ

０，ｕ０），ｇｍ（ｘｋ
１，ｕ１），…，ｇｍ（ｘｋ

Ｎ，ｕＮ）］ Ｔ （１８）
　 　 动力学方程由连续形式转化为离散形式后，终
端时刻的状态即为最后一个离散点处的状态， 则

（６） 式的轨迹优化问题可以描述为

ｍｉｎ　 Ｊ ＝ ‖ψ（ｘＮ）‖２

ｓ．ｔ．　

ｒｉ
ｖｉ

ｍｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝

ｒ∗０ ＋ κ（τｉ ＋ １）ｖ∗
０ ＋ κ２［Ｃｉ·Ａ·Ｃ·Ａ·Ｇｖ（Ｘｋ，Ｕ）］ Ｔ

ｖ∗
０ ＋ κ［Ｃｉ·Ａ·Ｇｖ（Ｘｋ，Ｕ）］ Ｔ

ｍ∗
０ ＋ κ［Ｃｉ·Ａ·Ｇｍ（Ｘｋ，Ｕ）］ Ｔ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

　 　 Ｔｍｉｎ ≤ ‖Ｔ‖ ≤ Ｔｍａｘ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（１９）

　 　 事实上，从离散形式的动力学方程可以看出，状
态量 ｘ 是由控制量 ｕ 决定的，则性能指标中的终端

状态 ｘＮ 可以由控制序列 Ｕ 表示为

ｘＮ ＝
ｒＮ
ｖＮ

ｍＮ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝

ｒ∗０ ＋ κ（τＮ ＋ １）ｖ∗
０ ＋ κ２［ＣＮ·Ａ·Ｃ·Ａ·Ｇｖ（Ｘｋ，Ｕ）］ Ｔ

ｖ∗
０ ＋ κ［ＣＮ·Ａ·Ｇｖ（Ｘｋ，Ｕ）］ Ｔ

ｍ∗
０ ＋ κ［ＣＮ·Ａ·Ｇｍ（Ｘｋ，Ｕ）］ Ｔ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝ Ｆ（Ｕ，ｔｆ） （２０）

　 　 考虑终端时刻 ｔｆ 自由，则终端状态 ｘＮ 仅为控制

序列 Ｕ 和终端时刻 ｔｆ 的函数。 因此，终端误差最小

的轨迹优化问题最终可以表示为

ｍｉｎ　 Ｊ ＝ ‖Φ（Ｕ，ｔｆ）‖２

ｓ．ｔ．　 Ｔｍｉｎ ≤ ‖Ｔ‖ ≤ Ｔｍａｘ
{ （２１）

式中： Ｕ∈Ｒ３（Ｎ＋１），ｔｆ ∈Ｒ为待求解变量；Φ（Ｕ，ｔｆ） ＝
ψ（Ｆ（Ｕ，ｔｆ））：Ｒ３Ｎ＋４ →Ｒ６ 为终端误差关于待求解变

量的函数。

因此，通过二阶皮卡迭代和以切比雪夫为基函

数的离散，将性能指标和动力学方程进行转化，得到

离散后的优化问题如（２１）式所示。
２．３　 算法框架

上文已经将着陆问题最终表示为（２１）式，然后

采用高斯 －牛顿法求解火箭垂直着陆这一具体

问题。
首先不考虑过程中的推力约束，此时即为非线

性最小二乘问题。 对于这类问题，高斯－牛顿法将

·１０１·
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其转化成一系列线性最小二乘问题迭代求解。 高斯

－牛顿法的迭代格式为

Ｕｋ＋１ ＝ Ｕｋ ＋ ｄＵ　 ｔｋ＋１ｆ ＝ ｔｋｆ ＋ ｄｔｆ （２２）
　 　 同时，在每一次迭代的过程中，将约束函数 Φ
在控制变量的初始猜测处泰勒展开，取其线性项，以
第 ｋ 次迭代为例

｛ｄＵｋ，ｔｋｆ ｝ ＝ ｍｉｎ‖Φ（Ｕｋ） ＋ Φ′（Ｕｋ）ｄＵｋ ＋

　 　 　 Φ′（ ｔｆ）ｄｔｋｆ ‖２ （２３）
式中： Φ′（Ｕ），Φ′（ ｔｆ） 分别为终端约束关于控制序

列 Ｕ、终端时刻 ｔｆ 的雅可比矩阵，定义为

Φ′（Ｕ） ＝ ∂Φ
∂ｕ０

　 ∂Φ
∂ｕ１

　 …　 ∂Φ
∂ｕＮ

é

ë
êê

ù

û
úú

Φ′（ ｔｆ） ＝ ∂Φ
∂ｔｆ

é

ë
êê

ù

û
úú （２４）

　 　 如（２３）式所示的线性最小二乘问题中，待求解

变量 Ｕ，ｔｆ 的维度高于终端约束函数Φ的维度（３Ｎ ＋
４ ＞ ６），因此该问题有无穷多解。 为了确定其唯一

解，将其构建为最小范数解的优化问题，即使得待求

解变量的迭代步长最小。

ｍｉｎ　 １
２
ｄＵｋＱ（ｄＵｋ） Ｔ ＋ １

２
Ｗ（ｄｔｋｆ ） ２

ｓ．ｔ．　 Φ（Ｕｋ） ＋ Φ′（Ｕｋ）ｄＵｋ ＋ Φ′（ ｔｆ）ｄｔｋｆ ＝ ０

ì

î

í

ïï

ïï

（２５）
式中： Ｑ ＞ ０表示控制序列Ｕ的权重矩阵；Ｗ ＞ ０表

示终端时间 ｔｆ 的权重系数。 对于（２５） 式的优化问

题，根据最优化条件推导得到的控制序列及终端时

间的显式迭代公式如（２６）式所示。
ｄＵ ＝ － Ｑ －１Φ′（Ｕｋ） ＴＡ －１Φ（Ｕｋ）
ｄｔｆ ＝ － Ｗ －１Φ′（ ｔｋｆ ） ＴＡ －１Φ（Ｕｋ）

Ａ ＝ ［Φ′（Ｕｋ）Ｑ －１Φ′（Ｕｋ） Ｔ ＋ Φ′（ ｔｋｆ ）Ｗ
－１Φ′（ ｔｋｆ ） Ｔ］

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２６）
　 　 根据（２０）式的动力学方程，推导可得第 ｋ 次迭

代中的雅可比矩阵为（２７） ～ （２８）式。

∂Φ
∂ｕｋ

ｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝ ∂Φ

∂ｘＮ

é

ë
êê

ù

û
úú

∂ｘＮ

∂ｕｋ
ｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ∂Φ

∂ｘｋ
Ｎ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

∂ｒＮ
∂ｕｋ

ｉ

，
∂ｖＮ

∂ｕｋ
ｉ

，
∂ｍＮ

∂ｕｋ
ｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｔ

＝

　 １６×６ ０６×１[ ]

κ２·ＣＮ·（Ａ·Ｃ·Ａ） ｉ·Ｉ３×３
κ·ＣＮ·Ａｉ·Ｉ３×３

κ·ＣＮ·Ａｉ·Ｉ１×１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

·

　
∂ｇｖ（ｘｋ

ｉ ，ｕｋ
ｉ ）

∂ｕｉ
，
∂ｇｖ（ｘｋ

ｉ ，ｕｋ
ｉ ）

∂ｕｉ
，
∂ｇｍ（ｘｋ

ｉ ，ｕｋ
ｉ ）

∂ｕｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｔ

（２７）

∂Φ
∂ｔｋｆ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝ ∂Φ

∂ｘｋ
Ｎ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｘｋ
Ｎ － ｘ∗

０

ｔｋｆ － ｔ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（２８）

　 　 从前文已知，推力和气动力均在箭体系表示，需
要借助于 ϕ，ψ 将其转换到着陆固联系。 因此，
ｇｖ（ｘ，ｕ） 的具体表达式为

ｇｖ（ｘ，ｕ） ＝ １
ｍ

ｃｏｓϕｃｏｓψ
ｓｉｎϕｃｏｓψ
－ ｓｉｎψ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

（ηＴｍａｘ ＋ ＦＡ） － μ
ｒ３
ｒ

（２９）

式中： Ｔｍａｘ 表示推力幅值的最大值。
因此，（２７） 式中，雅可比矩阵子矩阵的具体表

达式如（３０） 式所示。
事实上，从雅可比矩阵计算式（见（２７）式）可以

看出，在每一个离散点处雅可比矩阵的子矩阵计算

相互独立。 上一节中提到，在已知控制序列的前提

下，各离散点处的状态量也是相互独立的。 这也意

味着，这两部分均可以实现同时计算所有离散点处

的值。 所以，算法的计算效率会大幅提升。

∂ｇｖ（ｘ，ｕ）
∂ｕ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝ １
ｍ

－ （ηＴｍａｘ ＋ ＦＡ）·ｓｉｎϕ·ｃｏｓψ － （ηＴｍａｘ ＋ ＦＡ）·ｃｏｓϕ·ｓｉｎψ Ｔｍａｘ·ｃｏｓϕ·ｃｏｓψ
（ηＴｍａｘ ＋ ＦＡ）·ｃｏｓϕ·ｃｏｓψ － （ηＴｍａｘ ＋ ＦＡ）·ｓｉｎϕ·ｓｉｎψ Ｔｍａｘ·ｓｉｎϕ·ｃｏｓψ

０ － （ηＴｍａｘ ＋ ＦＡ）·ｃｏｓψ － Ｔｍａｘ·ｓｉｎψ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

∂ｇｍ（ｘ，ｕ）
∂ｕ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝ ０ ０ －

Ｔｍａｘ

Ｉｓｐｇ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（３０）
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２．４　 投影方法

对于前文忽略的火箭推力约束，引入正交投影

方法来处理此类边界约束，提高计算效率。 待求解

变量在边界处投影后的表达式为

Ｕ^ｋ ＝ ［Ｕｋ ＋ ｄＵｋ］ ＋ （３１）
式中： ［］ ＋ 为投影算子，其定义可以表述为：对一个

要 求 在 ［ａｍｉｎ，ａｍａｘ］ 范 围 内 的 变 量 ａ， ［ａ］ ＋ ＝
ｍｉｎ（ｍａｘ（ａ，ａｍｉｎ），ａｍａｘ）。 对于所选择的控制量，推
力幅值约束实际为调节推力大小节流比 η 的约

束，即

η^ｋ ＝
ηｍａｘ，ηｋ ＞ ηｍａｘ

ηｍｉｎ，ηｋ ＜ ηｍｉｎ
{ （３２）

因此，（３２）式可以将推力限制在约束范围内。
综上所述，对于考虑终端位置、速度约束的火箭

一子级着陆非线性最小二乘问题，通过高斯－牛顿

法迭代求解。 在此基础上，采用投影方法约束节流

比 η。 至此，可以求解得到新的控制序列和新的终

端时刻。 然后，基于这一控制序列计算得到状态序

列，判断是否满足收敛条件，不断迭代直至满足终端

收敛条件。 根据上述过程，可以得到待求解变量的

显式表达式，使迭代公式既简洁高效，又能够处理推

力的边界约束，从而大大提升计算效率，得到问题的

可行解。
２．５　 制导策略

本文采用如下的闭环制导策略：在每一个制导

周期内首先求解优化问题（２５）式得到未来所有时

刻的控制量，插值得到制导指令，并在当前周期按照

此制导指令飞行。 到达新的制导周期时，将当前的

状态作为优化初始状态，上一周期的解作为初始猜

想，求解得到新的控制量，更新制导指令，如此循环

直到完成着陆任务。
在求解过程中，限制最大迭代次数来保证计算

时间。 在有限的迭代次数内不能求解时，采用上一

周期的解来更新制导指令。 整个制导方案的过程可

以概括为制导计算、指令更新、轨迹计算三部分，具
体方案流程图如图 １ 所示。 图中： Ｔ 为制导周期，Ｔｓ

为仿真步长，ｔ０ 为每一制导周期的初始时刻，ｔｆ 为终

端时刻。

图 １　 火箭子级垂直着陆闭环制导流程图

３　 数值仿真与分析

采用文献［１１］数值仿真的参数，具体如表 １ ～ ２
所示。 将终端位置和速度的竖直分量设置为非 ０
（本文中分别设置为 １ 和－１），实现火箭一子级着陆

的终端姿态约束。 在计算中，为了增强数值方法的

快速性与稳定性，采用动力学方程的无量纲模型进

行计算。 仿真均在配有主频为 ２．５０ ＧＨｚ 的 Ｉｎｔｅｌ ｉ５⁃
１２５００Ｈ 处 理 器 的 台 式 机 上 执 行， 所 有 程 序 在

ＭＡＴＬＡＢ 环境下编制及运行，序列凸优化算法调用

ＭＯＳＥＫ 求解。

·３０１·



西　 北　 工　 业　 大　 学　 学　 报 第 ４２ 卷

表 １　 初始状态与终端约束

参数 数值

初始位置 ／ ｍ ［２ １００，５ ５８２，－４５０］ Ｔ

初始速度 ／ （ｍ·ｓ－１） ［－１９０，－３５３，４０］ Ｔ

期望终端位置 ／ ｍ ［０，１，０］ Ｔ

期望终端速度 ／ （ｍ·ｓ－１） ［０，－１，０］ Ｔ

表 ２　 火箭参数及气动参数

参数 值

总质量 ／ ｔ ３８．９６３
干质量 ／ ｔ ２７．２１５

最大推力 ／ ｋＮ ８４５．２
比冲 ／ ｓ ２８２

参考面积 ／ ｍ２ １０．５１
节流比 ０～１

轴向力系数 ＣＡ ０．３

３．１　 优化结果与分析

为了验证二阶皮卡－切比雪夫－牛顿类算法的

有效性，设置 ３０ 个离散点，初始猜测设置为线性，设
置位置收敛阈值为 １ ｍ，速度收敛阈值为 ０．１ ｍ ／ ｓ。
表 ３ 给出了终端时刻的位置、速度等数值，图 ２ ～ ４
展示了基于二阶皮卡－切比雪夫－牛顿类算法的位

置、速度、推力曲线。
表 ３　 二阶皮卡－切比雪夫－牛顿类算法优化仿真结果

参数 数值

飞行时间 ／ ｓ ２９．０４

燃料消耗 ／ ｔ ７．７０８ ０

终端位置 ／ ｍ ［０．３０３ ０，１．４４５ ８，－０．０６３ ０］ Ｔ

终端速度 ／ （ｍ·ｓ－１） ［０．００１ １，－０．９９６ ０，－０．０００ ２］ Ｔ

　 　 　 　 　 　 图 ２　 位置曲线　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 图 ３　 速度曲线 图 ４　 推力曲线

　 　 初始时刻优化得到的飞行时间为 ２９．０４ ｓ，燃料

消耗为 ７．７０８ ０ ｔ。 通过图 ２～３ 及表 ３ 可以看出，终
端的位置、速度与期望值相比，均满足要求的收敛阈

值 １ ｍ 和 ０．１ ｍ ／ ｓ。 由图 ４ 的推力曲线可以看出，在
末端时刻，推力分量主要在 ｙ 轴方向，这也与终端时

刻的姿态要求相符。 仿真结果表明，二阶皮卡－切
比雪夫－牛顿类算法可以在要求的精度条件下求解

火箭垂直着陆的轨迹优化问题。
为了进一步验证二阶皮卡－切比雪夫－牛顿类

算法的快速性，与目前研究较多、收敛速度较快的序

列凸优化算法（现有算法）进行对比。 目前的序列

凸优化算法多以燃料最优为性能指标，构建 ＳＯＣＰ
问题进行求解。 ２．４ 节提到，本文的算法处理会使

得计算效率大大提高，其目的在于快速得到一个可

行解。 因此，序列凸优化算法以燃料最优为性能指

标，二阶皮卡－切比雪夫－牛顿类算法以迭代步长最

短为性能指标，其余参数与上述相同。

终端误差方面，分别对 ２ 种方法优化结果中的

控制序列插值，然后对原非线性动力学方程采用

ｏｄｅ４５ 进行数值积分，最大步长为 ０．０１ ｓ，将其积分

的终端误差进行对比。 如图 ５ 所示，２ 种方法的终

端误差均呈减小趋势，而在离散点个数较少时，本文

算法具有更好的表现。

图 ５　 终端误差随离散点个数变化曲线

·４０１·
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燃料消耗方面，离散点个数的影响很小。 如图

６ 所示，现有算法燃料消耗约为 ７．４４４ ４ ｔ，本文算法

的燃料消耗更多，约为 ７．７０８ ０ ｔ，比现有算法多消耗

３．５４％。

图 ６　 燃料消耗随离散点个数变化曲线

计算耗时方面，统计 ３０ 次优化求解耗时的平均

值进行分析。 如图 ７ 所示，本文算法的计算耗时明

显优于现有算法。 当离散点数由 １５ 增加至 ３５ 时，
本文算法的平均计算耗时由 ４ ｍｓ 增加至 １０．３ ｍｓ，
相较于现有算法，保持较高的计算效率。

图 ７　 计算耗时随离散点个数变化曲线

通过上述的结果对比可以说明：对于火箭一子

级垂直着陆的轨迹优化问题，二阶皮卡－切比雪夫－
牛顿类算法可以在较短时间内得到一个可行解。 虽

然燃料消耗有所增加，但能够以较高的计算效率得

到满足终端精度要求的轨迹。
３．２　 闭环制导数值仿真

闭环数值仿真中，设置制导周期为 ０．１ ｓ，仿真

步长为 ０．００１ ｓ，同时仿真积分模型增加一阶延时环

节（时间常数设置为 ０．３），并与开环制导仿真结果

进行对比。 开环制导，即只在轨迹初始位置进行一

次优化求解，插值得到后续时刻的制导指令，代入动

力学方程积分得到轨迹。 其余参数与表 １ ～ ２ 保持

一致。
在闭环仿真过程中，因为后续制导周期以前一

制导周期的解作为初始猜测，所以迭代次数逐渐减

小。 从图 ８～９ 的闭环仿真曲线可以看出，开环制导

终端的位置、速度有较大误差。 闭环制导推力曲线

与开环曲线有一定偏差，这表示在着陆过程中通过

不断调整制导指令满足各种约束。 闭环仿真结果如

表 ４ 所示，终端位置和速度误差分别为 ０．０００ ６ ｍ，
０．００３ ５ ｍ ／ ｓ。 表 ３ 优化求解得到的终端位置和速度

误差分别为 ０．５４２ ７ ｍ，０．００４ ２ ｍ ／ ｓ。 闭环制导与优

化求解相比，终端误差有所减小，上述的结果共同证

明该闭环制导方法是可行的。 在终端时刻，控制量

推力矢量方向分别为 ８９°和 ８９．０６４ ７°，终端时刻推

力的 ｘ，ｚ 轴分量接近于 ０，推力分量集中在 ｙ 轴，这
与终端的姿态要求也是相符的。 同时，无论是火箭

的位置、速度曲线，还是推力曲线，整个飞行过程中

的变化均较为平缓，具有工程应用潜力。

图 ８　 位置曲线

图 ９　 速度曲线

图 １０　 推力曲线

·５０１·
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表 ４　 二阶皮卡－切比雪夫－牛顿算法闭环仿真结果

参数 数值

飞行时间 ／ ｓ ２８．７８９ ０

燃料消耗 ／ ｔ ７．６８５ １

终端位置 ／ ｍ ［－０．０００ ３，０．９９９ ５，０．０００ １］ Ｔ

终端速度 ／ （ｍ·ｓ－１） ［－０．０００ ６，－０．９９６ ５，－０．０００ ２］ Ｔ

４　 结　 论

本文提出一种基于二阶皮卡－切比雪夫－牛顿

类算法的火箭一子级垂直着陆制导方法。 仿真结果

表明：
１） 动力学方程基于二阶皮卡迭代格式求解，可

以使得控制量显式表示在状态量中，且各个时刻的

状态量相互独立，二阶皮卡－切比雪夫－牛顿类算法

因此具有更高的计算效率。
２） 以二阶皮卡－切比雪夫－牛顿类算法为基础

的制导方法，可以在每个制导周期根据当前状态快

速完成规划，减小累积误差，制导精度较高。
３） 二阶皮卡－切比雪夫－牛顿类算法通过投影

方法处理简单的推力约束，并没有对推力角、斜坡角

等做出约束。 对于复杂的过程约束，算法存在一定

的处理难度，后续需要进一步改进。

参考文献：

［１］　 王辰， 王小军， 张宏剑， 等． 可重复使用运载火箭发展研究［Ｊ］． 飞航导弹， ２０１８（９）： １８⁃２６
ＷＡＮＧ Ｃｈｅｎ， ＷＡＮＧ Ｘｉａｏｊｕｎ， ＺＨＡＮＧ Ｈｏｎｇｊｉａｎ， ｅｔ ａｌ． Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｎ ｔｈｅ ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ ｏｆ ｒｅｕｓａｂｌｅ ｌａｕｎｃｈ ｖｅｈｉｃｌｅ［Ｊ］． Ａｅｒｏｄｙ⁃
ｎａｍｉｃ Ｍｉｓｓｉｌｅ Ｊｏｕｒｎａｌ， ２０１８（９）： １８⁃２６ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［２］　 ＬＵ Ｐ． Ｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｇｕｉｄａｎｃｅ ａｎｄ ｃｏｎｔｒｏｌ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｕｉｄａｎｃｅ， Ｃｏｎｔｒｏｌ， ａｎｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ２０１７，４０（２）： １９３
［３］　 ＳＯＳＴＡＲＩＣ Ｒ， ＲＥＡ Ｊ． Ｐｏｗｅｒｅｄ ｄｅｓｃｅｎｔ ｇｕｉｄａｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｍｏｏｎ ａｎｄ ｍａｒｓ［Ｃ］∥ＡＩＡＡ Ｇｕｉｄａｎｃｅ， Ｎａｖｉｇａｔｉｏｎ， ａｎｄ Ｃｏｎ⁃

ｔｒｏｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ａｎｄ Ｅｘｈｉｂｉｔ， ２００５： ６２８７
［４］　 彭祺擘， 李海阳， 沈红新． 基于高斯 －伪谱法的月球定点着陆轨道快速优化设计［ Ｊ］． 宇航学报， ２０１０， ３１（４）：

１０１２⁃１０１６
ＰＥＮＧ Ｑｉｂｏ， ＬＩ Ｈａｉｙａｎｇ， ＳＨＥＮ Ｈｏｎｇｘｉｎ． Ｒａｐｉｄ ｌｕｎａｒ ｅｘａｃｔ ｌａｎｄｉｎｇ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｖｉａ Ｇａｕｓｓ ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ
［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ， ２０１０，３１（４）： １０１２⁃１０１６ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［５］　 ＡＣＩＫＭＥＳＥ Ｂ， ＰＬＯＥＮ Ｓ Ｒ． Ｃｏｎｖｅｘ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ ａｐｐｒｏａｃｈ ｔｏ ｐｏｗｅｒｅｄ ｄｅｓｃｅｎｔ ｇｕｉｄａｎｃｅ ｆｏｒ ｍａｒｓ ｌａｎｄｉｎｇ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｕｉｄ⁃
ａｎｃｅ， Ｃｏｎｔｒｏｌ， ａｎｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ２００７， ３０（５）： １３５３⁃１３６６

［６］　 ＬＩＵ Ｘ． Ｆｕｅｌ⁃ｏｐｔｉｍａｌ ｒｏｃｋｅｔ ｌａｎｄｉｎｇ ｗｉｔｈ ａｅｒｏｄｙｎａｍｉｃ ｃｏｎｔｒｏｌｓ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｕｉｄａｎｃｅ， Ｃｏｎｔｒｏｌ， ａｎｄ Ｄｙｎａｍｔｃｓ， ２０１９， ４２（１）：
６５⁃７７

［７］　 ＳＡＧＬＩＡＮＯ Ｍ． Ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ ｃｏｎｖｅｘ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｐｏｗｅｒｅｄ ｄｅｓｃｅｎｔ ａｎｄ ｌａｎｄｉｎｇ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｕｉｄａｎｃｅ， Ｃｏｎｔｒｏｌ， ａｎｄ Ｄｙ⁃
ｎａｍｉｃｓ， ２０１７， ４１（２）： ３２０⁃３３４

［８］　 王劲博， 崔乃刚， 郭继峰， 等． 火箭返回着陆问题高精度快速轨迹优化算法［ Ｊ］． 控制理论与应用， ２０１８，３５（３）：
３８９⁃３９８
ＷＡＮＧ Ｊｉｎｂｏ， ＣＵＩ Ｎａｉｇａｎｇ， ＧＵＯ Ｊｉｆｅｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ｈｉｇｈ ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ｒａｐｉｄ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｌａｕｎｃｈ ｖｅｈｉｃｌｅ ｌａｎｄｉｎｇ
［Ｊ］． Ｃｏｎｔｒｏｌ Ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１８，３５（３）： ３８９⁃３９８ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［９］　 ＳＺＭＵＫ Ｍ， ＡＣＩＫＭＥＳＥ Ｂ， ＢＥＲＮＩＮＧ Ａ Ｗ． Ｓｕｃｃｅｓｓｉｖｅ ｃｏｎｖｅｘｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｆｕｅｌ⁃ｏｐｔｉｍａｌ ｐｏｗｅｒｅｄ ｌａｎｄｉｎｇ ｗｉｔｈ ａｅｒｏｄｙｎａｍｉｃ ｄｒａｇ
ａｎｄ ｎｏｎ⁃ｃｏｎｖｅｘ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ［Ｃ］∥ＡＩＡＡ Ｇｕｉｄａｎｃｅ， Ｎａｖｉｇａｔｉｏｎ， ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ， ２０１６： ０３７８

［１０］ ＷＡＮＧ Ｚ， ＬＵ Ｙ． Ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌ ｃｏｎｖｅｘ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｆｏｒ ｅｎｔｒｙ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｐａｃｅｃｒａｆｔ
ａｎｄ Ｒｏｃｋｅｔｓ， ２０２０， ５７（６）： １３７３⁃１３８６

［１１］ 张志国， 马英， 耿光有， 等． 火箭垂直回收着陆段在线制导凸优化方法［Ｊ］． 弹道学报， ２０１７， ２９（１）： ９⁃１６
ＺＨＡＮＧ Ｚｈｉｇｕｏ， ＭＡ Ｙｉｎｇ， ＧＥＮＧ Ｇｕａｎｇｙｏｕ， ｅｔ ａｌ． Ｃｏｎｖｅｘ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｕｓｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｌａｎｄｉｎｇ⁃ｐｈａｓｅ ｏｎｌｉｎｅ ｇｕｉｄａｎｃｅ ｏｆ
ｒｏｃｋｅｔ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｒｅｃｏｖｅｒｙ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｂａｌｌｉｓｔｉｃｓ， ２０１７， ２９（１）： ９⁃１６ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［１２］ ＷＡＮＧ Ｊ， ＣＵＩ Ｎ， ＷＥＩ Ｃ． Ｏｐｔｉｍａｌ ｒｏｃｋｅｔ ｌａｎｄｉｎｇ ｇｕｉｄａｎｃｅ ｕｓｉｎｇ ｃｏｎｖｅｘ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ａｎｄ ｍｏｄｅｌ ｐｒｅｄｉｃｔｉｖｅ ｃｏｎｔｒｏｌ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆ Ｇｕｉｄａｎｃｅ， Ｃｏｎｔｒｏｌ， ａｎｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ２０１９， ４２（５）： １０７８⁃１０９２

［１３］ 安泽， 熊芬芬， 梁卓楠． 基于偏置比例导引与凸优化的火箭垂直着陆制导［Ｊ］． 航空学报， ２０２０，４１（５）： ２４７⁃２６０

·６０１·



第 １ 期 唐婧媛，等：火箭着陆制导的二阶皮卡切比雪夫牛顿类方法

ＡＮ Ｚｅ， ＸＩＯＮＧ Ｆｅｎｆｅｎ， ＬＩＡＮＧ Ｚｈｕｏｎａｎ． Ｌａｎｄｉｎｇ⁃ｐｈａｓｅ ｇｕｉｄａｎｃｅ ｏｆ ｒｏｃｋｅｔ ｕｓｉｎｇ ｂｉａｓ ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌ ｇｕｉｄａｎｃｅ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｘ ｏｐｔｉｍｉ⁃
ｚａｔｉｏｎ［Ｊ］． Ａｃｔａ Ａｅｒｏｎａｕｔｉｃａ ｅｔ Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃａ Ｓｉｎｉｃａ， ２０２０， ４１（５）： ２４７⁃２６０ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［１４］ ＭＡ Ｙ， ＰＡＮ Ｂ． Ｐａｒａｌｌｅｌ⁃ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ Ｎｅｗｔｏｎ⁃ｔｙｐｅ ｇｕｉｄａｎｃｅ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ⁃Ｐｉｃａｒｄ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｐａｃｅｃｒａｆｔ
ａｎｄ Ｒｏｃｋｅｔｓ， ２０２０， ５８（３）： ７２９⁃７４０

［１５］ ＭＡ Ｙ， ＰＡＮ Ｂ， ＴＡＮＧ Ｓ． Ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｐａｒａｌｌｅｌ⁃ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ Ｎｅｗｔｏｎ⁃ｔｙｐｅ ｇｕｉｄａｎｃｅ ｆｏｒ ｌａｕｎｃｈ ｖｅｈｉｃｌｅｓ ｕｎｄｅｒ ｔｈｒｕｓｔ ｄｒｏｐ ｆａｕｌｔ［ Ｊ］．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｐａｃｅｃｒａｆｔ ａｎｄ Ｒｏｃｋｅｔｓ， ２０２１， ５９（２）： ４６７⁃４８１

［１６］ ＢＡＩ Ｘ， ＪＵＮＫＩＮＳ Ｊ Ｌ． Ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ⁃Ｐｉｃａｒｄ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］． Ｔｈｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｔｈｅ
Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０１２， ５９（１）： ３２７⁃３５１

［１７］ ＪＵＮＫＩＮＳ Ｊ Ｌ， ＢＡＮＩ ＹＯＵＮＥＳ Ａ， ＷＯＯＬＬＡＮＤＳ Ｒ Ｍ， ｅｔ ａｌ． Ｐｉｃａｒｄ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ， Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ ａｎｄ Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ⁃Ｐｉｃａｒｄ
ｍｅｔｈｏｄｓ： ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｉｎ ａｓｔｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｊ］． Ｔｈｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｔｈｅ Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０１３， ６０（３）： ６２３⁃６５３

Ｒｏｃｋｅｔ ｌａｎｄｉｎｇ ｇｕｉｄａｎｃｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ
Ｐｉｃａｒｄ⁃Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ⁃Ｎｅｗｔｏｎ ｔｙｐｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

ＴＡＮＧ Ｊｉｎｇｙｕａｎ１， ＧＯＵ Ｙｏｎｇｊｉｅ２， ＭＡ Ｙａｎｇｙａｎｇ１， ＰＡＮ Ｂｉｎｆｅｎｇ１

１．Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ， Ｎｏｒｔｈｗｅｓｔｅｒｎ Ｐｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｘｉ′ａｎ ７１００７２， Ｃｈｉｎａ；
２．Ｓｈａｎｇｈａｉ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ａｅｒｏｓｐａｃｅ Ｓｙｓｔｅｍ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， Ｓｈａｎｇｈａｉ ２０１１０８， Ｃｈｉｎａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｐｒｏｐｏｓｅｓ ａ ｒｏｃｋｅｔ ｓｕｂｓｔａｇｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｌａｎｄｉｎｇ ｇｕｉｄａｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ
Ｐｉｃａｒｄ⁃Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ⁃Ｎｅｗｔｏｎ ｔｙｐｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ． Ｆｉｒｓｔｌｙ， ｔｈｅ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ⁃ｔｉｍｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｓ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚｅｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ
ｎａｔｕｒａｌ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ Ｐｉｃａｒｄ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ． Ｓｅｃｏｎｄｌｙ， ｔｈｅ ｌａｎｄｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ ｔｈａｔ
ｃｏｎｓｉｄｅｒｓ ｔｅｒｍｉｎａｌ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｉｓ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄ ｉｎｔｏ ａ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｌｅａｓｔ⁃ｓｑｕａｒｅｓ ｐｒｏｂｌｅｍ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｈｅ ｔｅｒｍｉｎａｌ ｃｏｎ⁃
ｓｔｒａｉｎｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｏｌｖｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｇａｕｓｓ⁃Ｎｅｗｔｏｎ ｍｅｔｈｏｄ． Ｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ｔｏ ｔｈｅ
ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｇａｕｓｓ⁃Ｎｅｗｔｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ ｒｅａｌｉｚｅ ｔｈｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｒｕｓｔ． Ｆｉｎａｌｌｙ， ｔｈｅ ｃｌｏｓｅｄ⁃
ｌｏｏｐ ｓｔｒａｔｅｇｙ ｆｏｒ ｒｏｃｋｅｔ ｓｕｂｓｔａｇｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｌａｎｄｉｎｇ ｇｕｉｄａｎｃｅ ｉｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｃｋｅｔ
ｖｅｒｔｉｃａｌ ｌａｎｄｉｎｇ ｓｔａｇｅ ａｒｅ ｃａｒｒｉｅｄ ｏｕｔ． Ｔｈｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅ ｔｈａｔ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌ ｃｏｎｖｅｘ
ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ， ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｈａｓ ｈｉｇｈｅｒ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｒｏｃｋｅｔ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｌａｎｄｉｎｇ； Ｐｉｃａｒｄ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ； Ｇａｕｓｓ⁃Ｎｅｗｔｏｎ ｍｅｔｈｏｄ

引用格式：唐婧媛， 苟永杰， 马洋洋， 等． 火箭着陆制导的二阶皮卡切比雪夫牛顿类方法［ Ｊ］ ． 西北工业大学学报，２０２４，４２
（１）： ９８⁃１０７
ＴＡＮＧ Ｊｉｎｇｙｕａｎ， ＧＯＵ Ｙｏｎｇｊｉｅ， ＭＡ Ｙａｎｇｙａｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ｒｏｃｋｅｔ ｌａｎｄｉｎｇ ｇｕｉｄａｎｃｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ Ｐｉｃａｒｄ⁃Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ⁃
Ｎｅｗｔｏｎ ｔｙｐｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｒｔｈｗｅｓｔｅｒｎ Ｐｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， ２０２４， ４２（１）： ９８⁃１０７ （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）

©２０２４ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｒｔｈｗｅｓｔｅｒｎ Ｐｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ．

Ｔｈｉｓ ｉｓ ａｎ Ｏｐｅｎ Ａｃｃｅｓｓ ａｒｔｉｃｌｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｔｅｒｍｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｃｒｅａｔｉｖｅ Ｃｏｍｍｏｎｓ Ａｔｔｒｉｂｕｔｉｏｎ Ｌｉｃｅｎｓｅ （ｈｔｔｐ： ／ ／ ｃｒｅａｔｉｖｅｃｏｍｍｏｎｓ．ｏｒｇ ／ ｌｉｃｅｎｓｅｓ ／ ｂｙ ／ ４．０）， ｗｈｉｃｈ
ｐｅｒｍｉｔｓ ｕｎｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄ ｕｓｅ， ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ， ａｎｄ ｒｅｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｉｎ ａｎｙ ｍｅｄｉｕｍ， ｐｒｏｖｉｄｅｄ ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｗｏｒｋ ｉｓ ｐｒｏｐｅｒｌｙ ｃｉｔｅｄ．

·７０１·




