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基于并行计算的轨迹快速优化方法研究
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摘　 要：直接配点法通过对控制变量和状态变量都进行离散将轨迹优化问题转化为非线性规划（ｎｏｎ⁃
ｌｉｎｅａｒ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ，ＮＬＰ）进行求解。 在求解 ＮＬＰ 时，需要反复计算 ＮＬＰ 的一阶 ／ 二阶偏导数和动力学

系统在各离散点处的值，计算量比较大。 针对该问题，提出如下解决策略：引入超对偶数方法准确识

别 ＮＬＰ 二阶偏导数矩阵的稀疏型，确定其中非零元素的位置；采用多核并行方式快速计算 ＮＬＰ 的一

阶 ／ 二阶偏导数的非零元素以及动力学系统在各离散点处的值；在 Ｃ＋＋环境下采用 ＯｐｅｎＭＰ 方式进行

编程计算，从编程语言角度进一步提高计算效率。 仿真结果表明，文中方法给出的策略在不影响精度

的情况下，均能显著提高轨迹优化效率。
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　 　 轨迹优化在航空航天领域应用广泛，具有非常

重要的意义和实际应用价值［１］。 轨迹优化本质上

是一个最优控制问题，目前广泛使用的求解方法有

２ 种，即直接法和间接法。 间接法基于变分法或极

大值原理，而直接法是通过对状态变量和控制变量

的离散化构造最优控制问题的近似，从而将最优控

制问题转化为非线性规划问题。 直接法中的配点

法［２］由于不需要推导最优性必要条件，对初值的敏

感性较低且易收敛，近年来得到了广泛研究［３⁃４］。
目前广泛使用的 ＮＬＰ 求解器 ＳＮＯＰＴ［５］ 和

ＩＰＯＰＴ［６］都需要反复计算 ＮＬＰ 的一阶 ／二阶偏导

数，因此，提高 ＮＬＰ 一阶 ／二阶偏导数的计算效率对

于提升轨迹优化的效率至关重要。 Ａｇａｍａｗｉ 和

Ｐａｔｔｅｒｓｏｎ 等［７⁃８］进行了深入研究，发现轨迹优化问题

离散得到的 ＮＬＰ 具有高度的稀疏性，即 ＮＬＰ 的一

阶 ／二阶偏导数矩阵中包含大量零元素。 赵吉松［９］

研究了局部配点法离散得到的 ＮＬＰ 一阶偏导数的

稀疏特性，建立了一阶偏导数的高效计算方法。 此

外，为提高偏导数的计算效率，Ｆｉｋｅ 等［１０］ 提出了基

于超对偶数的偏导数计算方法（简称超对偶数方

法），相比于目前广泛使用的有限差分法、自动微分

法［１１］等偏导数计算方法，该方法可以迅速准确地计

算一阶和二阶偏导数。 Ａｇａｍａｗｉ 等［１２］ 使用该方法

为 ＮＬＰ 求解器提供准确的偏导数，但他们在对偏导

数矩阵进行稀疏性分析时是通过一阶偏导数矩阵的

稀疏型近似得到二阶偏导数矩阵的稀疏型［１３］，该方

法准确度较低，会错误识别出额外的二阶偏导数，增
加偏导数矩阵非零元素的个数，从而增大计算量，最
终降低轨迹优化问题求解的速度和精度。 因此，本
文改进了 ＮＬＰ 二阶偏导数矩阵的稀疏性分析方法，
与 Ｒａｏ 等人使用超对偶数方法进行实际偏导数计算

不同，本文侧重于使用该方法去准确识别 ＮＬＰ 二阶

偏导数矩阵的稀疏型。
此外，通过研究发现，ＮＬＰ 的一阶 ／二阶偏导数

矩阵中偏导数的计算以及动力学系统在各离散点处

的计算都是相互独立的，非常适合进行并行计算。
并行计算是相对于串行计算而言，通过同时使用多

个计算资源来解决计算问题的过程，是提高计算速

度和处理能力的一种有效手段［１４］。 目前广泛使用

的并行计算方法有多种，例如基于 ＧＰＵ 的 ＣＵＤＡ、
基于 ＣＰＵ 的 ＭＰＩ、ＯｐｅｎＭＰ，这些方法在轨迹优化领

域也有较为广泛的应用。 Ｂｅｔｔｓ 等［１５］ 提出了一种使

用并行处理器来减少这些计算成本的技术，将轨迹

分解成多个阶段，可以并行模拟，从而降低单个轨迹

的成本。 Ａｎｔｏｎｙ 等［１６］基于 ＣＵＤＡ 平台，提出了一种
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基于 ＧＰＵ 加速的间接弹道优化方法，由此产生了快

速最优控制框架，能够构建高质量的最优轨迹。 钟

新玉等［１７］基于 ＭＰＩ 消息传递机制实现了弹道仿真

计算模型的并行编程，获得了较高的加速比和计算

效率，与单机运行相比，计算机集群可以大大缩短计

算时间，提高计算效率。 孟振华［１８］ 以组合导航、轨
迹规划、图像制导等为背景进行基于共享存储的

ＯｐｅｎＭＰ 并行编程模型的并行设计和优化设计，显
著缩短了各类算法的计算时间。 与 ＭＰＩ 和 ＣＵＤＡ
相比，ＯｐｅｎＭＰ 在便于实现的同时兼具较高的计算

效率，在处理规模不是特别大的计算任务时比前面

２ 种方法更有优势。 Ａｇａｍａｗｉ 和 Ｒａｏ 在文献［１２］中
使用串行计算偏导数，而并行计算相比于串行计算

可以进一步提升计算效率。 因此本文选择使用

ＯｐｅｎＭＰ 并行计算 ＮＬＰ 一阶 ／二阶偏导数矩阵中的

非零元素。 具体而言，在得到 ＮＬＰ 一阶 ／二阶偏导

数矩阵的稀疏型后，通过 ＯｐｅｎＭＰ 将稀疏型中的非

零元素分配到不同的线程中进行并行计算，最后再

将计算完成的各非零元素放回其原来的位置，组装

得到 ＮＬＰ 的一阶 ／二阶偏导数矩阵。 此外，通过使

用 ＯｐｅｎＭＰ 并行计算动力学系统在各离散点处的

值，可进一步提升计算效率。
本文结合超对偶数方法和 ＯｐｅｎＭＰ 并行计算的

综合策略不仅提高了计算效率，还保留了计算的精

确性，为解决较为复杂的轨迹优化问题提供了一种

高效且可靠的途径。

１　 轨迹优化问题的数学描述

轨迹优化问题本质上属于最优控制问题，以
Ｂｏｌｚａ 型最优控制问题为例，可描述为：求解控制变

量 ｕ（ ｔ） ∈ Ｒｍ 使得（１）式所示目标函数最小化。

Ｊ ＝ Ｍ（ｘ（ ｔ０），ｔ０，ｘ（ ｔｆ），ｔｆ） ＋ ∫ｔ ｆ
ｔ０
Ｌ（ｘ（ ｔ），ｕ（ ｔ），ｔ）ｄｔ

（１）
式中，Ｍ：Ｒｎ × Ｒ × Ｒｎ × Ｒ→Ｒ，Ｌ：Ｒｎ × Ｒｍ × Ｒ→Ｒ，
ｘ ∈ Ｒｎ，ｕ ∈ Ｒｍ，ｔ ∈ ［ ｔ０，ｔｆ］。

状态方程为

ｘ̇ ＝ ｆ（ｘ（ ｔ），ｕ（ ｔ），ｔ），ｔ ∈ ［ ｔ０，ｔｆ］ （２）
　 　 端点条件为

Ｅ（ｘ（ ｔ０），ｔ０，ｘ（ ｔｆ），ｔｆ） ＝ ０ （３）
　 　 路径约束为

Ｃ（ｘ（ ｔ），ｕ（ ｔ），ｔ） ≤ ０，ｔ ∈ ［ ｔ０，ｔｆ］ （４）

式中 ｆ：Ｒｎ × Ｒｍ × Ｒ→Ｒｎ，Ｅ：Ｒｎ × Ｒ × Ｒｍ × Ｒ→Ｒｅ，
Ｃ：Ｒｎ × Ｒｍ × Ｒ→ Ｒｃ。 （１） ～ （４） 式所描述的问题

称为连续 Ｂｏｌｚａ 型最优控制问题。

２　 基于超对偶数的稀疏性分析方法

２．１　 ＮＬＰ 二阶偏导数矩阵

为构造 ＮＬＰ 二阶偏导数矩阵，定义函数 Ｆ，Ｆ 包

括状态方程 ｆ、端点条件Ｅ和路径约束Ｃ三部分。 定

义总二阶偏导数矩阵如（５） 式所示。

Ｈ ＝
Ｈ１

Ｈ２ Ｈ３

Ｈ４ Ｈ５ Ｈ６

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

Ｈ１ ＝

∂２Ｆ
∂ｘ２

１ｉ

∂２Ｆ
∂ｘ１ｉ∂ｘ２ｉ

∂２Ｆ
∂ｘ２

２ｉ

︙ ︙
∂２Ｆ

∂ｘ１ｉ∂ｘｎｉ

∂２Ｆ
∂ｘ２ｉ∂ｘｎｉ

… ∂２Ｆ
∂ｘ２

ｎｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

Ｈ２ ＝

∂２Ｆ
∂ｘ１ｉ∂ｕ１ｉ

∂２Ｆ
∂ｘ２ｉ∂ｕ１ｉ

… ∂２Ｆ
∂ｘｎｉ∂ｕ１ｉ

∂２Ｆ
∂ｘ１ｉ∂ｕ２ｉ

∂２Ｆ
∂ｘ２ｉ∂ｕ２ｉ

… ∂２Ｆ
∂ｘｎｉ∂ｕ２ｉ

︙ ︙ ︙
∂２Ｆ

∂ｘ１ｉ∂ｕｍｉ

∂２Ｆ
∂ｘ２ｉ∂ｕｍｉ

… ∂２Ｆ
∂ｘｎｉ∂ｕｍｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

Ｈ３ ＝

∂２Ｆ
∂ｕ２

１ｉ

∂２Ｆ
∂ｕ１ｉ∂ｕ２ｉ

∂２Ｆ
∂ｕ２

２ｉ

︙ ︙
∂２Ｆ

∂ｕ１ｉ∂ｕｍｉ

∂２Ｆ
∂ｕ２ｉ∂ｕｍｉ

… ∂２Ｆ
∂ｕ２

ｍｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

Ｈ４ ＝

∂２Ｆ
∂ｘ１ｉ∂ｔ０ｉ

∂２Ｆ
∂ｘ２ｉ∂ｔ０ｉ

… ∂２Ｆ
∂ｘｎｉ∂ｔ０ｉ

∂２Ｆ
∂ｘ１ｉ∂ｔｆｉ

∂２Ｆ
∂ｘ２ｉ∂ｔｆｉ

… ∂２Ｆ
∂ｘｎｉ∂ｔｆｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

Ｈ５ ＝

∂２Ｆ
∂ｕ１ｉ∂ｔ０ｉ

∂２Ｆ
∂ｕ２ｉ∂ｔ０ｉ

… ∂２Ｆ
∂ｕｍｉ∂ｔ０ｉ

∂２Ｆ
∂ｕ１ｉ∂ｔｆｉ

∂２Ｆ
∂ｕ２ｉ∂ｔｆｉ

… ∂２Ｆ
∂ｕｍｉ∂ｔｆｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

·０６６·
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Ｈ６ ＝

∂２Ｆ
∂ｔ２０ｉ
∂２Ｆ

∂ｔ０ｉ∂ｔｆｉ
∂２Ｆ
∂ｔ２ｆｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

（５）
式中：ｘ１ｉ，ｘ２ｉ，…，ｘｎｉ 为第 ｉ个节点处的 ｎ个状态变量；
ｕ１ｉ，ｕ２ｉ，…，ｕｍｉ 为第 ｉ个节点处的ｍ个控制变量；ｔ０ｉ 为
第 ｉ 个节点处的初始时刻；ｔｆｉ 为第 ｉ 个节点处的终端

时刻。 以 ｘ１ｉ 为例，１ 表示第 １ 个状态变量 ｘ１，ｉ 表示

第 ｉ 个节点，其余变量同理。 上述二阶偏导数矩阵

在各个节点处的形式都是相同的。
提供准确的 ＮＬＰ 二阶偏导数矩阵可以显著提

高 ＮＬＰ 求解器的计算效率，然而得到精确的二阶偏

导数矩阵却非常困难。 考虑到 ＮＬＰ 二阶偏导数矩

阵具有高度的稀疏性，如果准确识别其稀疏型，可以

有效提升 ＮＬＰ 问题求解的效率和准确性。 目前流

行的通用轨迹优化软件 ＧＰＯＰＳ⁃Ⅱ已经可以准确地

识别 ＮＬＰ 一阶偏导数矩阵稀疏型，但在识别 ＮＬＰ 二

阶偏导数矩阵的稀疏型时还不够准确。
以函数 ｚ ＝ ｘ ＋ ｙ 为例，ＧＰＯＰＳ⁃Ⅱ计算一阶导数

∂ｚ
∂ｘ

＝ １，　 ∂ｚ
∂ｙ

＝ １ （６）

　 　 由于 ＧＰＯＰＳ⁃Ⅱ对各变量存在一阶导数，即使 ｚ
对变量 ｘ 和 ｙ 的二阶偏导数都为 ０，ＧＰＯＰＳ⁃Ⅱ也会

推导二阶偏导数存在且不为 ０，这就导致 ＧＰＯＰＳ⁃Ⅱ
在识别二阶偏导数矩阵的稀疏型时过于保守，将零

元素识别成非零元素。 虽然 ＧＰＯＰＳ⁃Ⅱ的稀疏型识

别方法会识别出额外的非零元素，但在进行非零元

素的计算时，该元素的计算结果还是为 ０，所以并不

会影响最终的寻优结果，只会影响寻优速度。
ＧＰＯＰＳ⁃Ⅱ通过一阶偏导数矩阵的稀疏型近似

得到二阶偏导数矩阵的稀疏型，该方法准确度较低，
会识别出额外的二阶偏导数，增加偏导数矩阵非零

元素的个数，从而增大计算量，最终降低轨迹优化问

题求解的速度和精度。
２．２　 基于超对偶数的偏导数计算方法

对于多变量函数，基于超对偶数的二阶偏导数

计算如（７）式所示。
∂２ｆ（ｘ）
∂ｘｉ∂ｘ ｊ

＝
ε１ε２ｐａｒｔ［ ｆ（ｘ ＋ ｈ１ε１ｅｉ ＋ ｈ２ε２ｅ ｊ ＋ ０ε１ε２）］

ｈ１ｈ２

（７）
式中： ｆ（ｘ） 为问题的函数，ｆ：Ｒｎ → Ｒｍ，ｘ 为 ｎ 维向

量；ｈ１，ｈ２ 为步长，本文设置为 １；ｅｉ，ｅ ｊ 为 ２ 个单位向

量。 ε １ε ２ｐａｒｔ［·］ 表示提取函数中 ε １ε ２ 的系数，即
ｆ（ｘ） 对 ｘｉｘ ｊ 的 ｍ 维偏导数向量。

下面演示偏导数的计算过程。
给定一个 ｎ维自变量 ｘ和 ２个 ｎ维单位向量 ｅｉ，

ｅ ｊ，如（８） 式所示。

ｘ ＝

ｘ１

ｘ２

︙
ｘｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

， ｅｉ ＝
０（ ｉ －１） ×１

１
０（ｎ－ｉ） ×１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， ｅ ｊ ＝
０（ ｊ －１） ×１

１
０（ｎ－ｊ） ×１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

（８）

式中，单位向量 ｅｉ 的第 ｉ 个分量为 １，其余分量均为

０；单位向量 ｅ ｊ 的第 ｊ 个分量为 １，其余分量均为 ０。
利用上述向量与零向量构造的超对偶数向量为

新的函数自变量向量，包括 ４ 个部分：①ｎ 维自变量

ｘ；②单位向量 ｅｉ 乘以复数单位 ε １；③单位向量 ｅ ｊ 乘

以复数单位ε ２；④零向量乘以复数单位ε １ε ２，如（９）
式所示。

ｘ ＝

ｘ１

ｘ２

︙
ｘｉ

︙
ｘ ｊ

︙
ｘｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＋
０（ ｉ －１） ×１

１
０（ｎ－ｉ） ×１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ε１ ＋
０（ ｊ －１） ×１

１
０（ｎ－ｊ） ×１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ε２ ＋

０
０
︙
０
︙
０
︙
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ε１ε２

（９）
　 　 将新的函数自变量向量代入函数 ｆ 中得到

ｆ（ｘ） ＝

ｆ１（ｘ）
ｆ２（ｘ）
︙

ｆｍ（ｘ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

（１０）

式中， ｆ（ｘ） 为得到的 ｍ 维函数向量，该向量由 ｍ 个

超对偶数向量分量组成。
提取函数输出中 ε １ε ２ 的系数，便可得到函数 ｆ

对 ｘｉｘ ｊ 的二阶偏导数，如（１１）式所示。

∂２ｆ（ｘ）
∂ｘｉ∂ｘ ｊ

＝

∂２ ｆ１（ｘ）
∂ｘｉ∂ｘ ｊ

∂２ ｆ２（ｘ）
∂ｘｉ∂ｘ ｊ

︙
∂２ ｆｍ（ｘ）
∂ｘｉ∂ｘ ｊ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

＝ ε１ε２ｐａｒｔ

ｆ１（ｘ）
ｆ２（ｘ）
︙

ｆｍ（ｘ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

（１１）
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２．３　 稀疏型对比

为了描述 Ｈ 的稀疏型，定义 ｓｔｒｕｃｔ 函数［９］

ｓｔｒｕｃｔ（ｘ） ＝
１ ｘ ≠ ０
０ ｘ ＝ ０{ （１２）

记作

Ｓ ＝ ｓｔｒｕｃｔ（Ｈ） （１３）
式中， ｓｔｒｕｃｔ（Ｈ） 表示对Ｈ的每个元素进行 ｓｔｒｕｃｔ运
算。 Ｓ表示Ｈ的稀疏型。 为了得到 Ｓ，不需要计算Ｈ
的每个元素具体值，只需要判断是否为 ０。 本文使

用的超对偶数方法是通过随机选取多个实部值进行

偏导数计算来判断某个元素是否为 ０，进而识别出

偏导数矩阵的稀疏型，并非计算元素的准确值，在进

行非零元素计算时依然基于中心差分法。
下面以轨道转移问题为例，将 ＧＰＯＰＳ⁃Ⅱ方法

与超对偶数方法识别出的稀疏型进行对比，轨道转

移问题的动力学方程在 ４．１ 节中给出。 表 １ 为使用

不同方法识别出的二阶偏导数矩阵稀疏型的对比。
显然，使用超对偶数方法，能够更为精确地识别

二阶偏导数矩阵的稀疏型，与手工解析方法得到的

稀疏型完全相同。 从表 １ 中可以看出，使用 ＧＰＯＰＳ⁃
Ⅱ方法得到的稀疏型中非零元素个数为 ３０，而使用

超对偶数方法得到的稀疏型中非零元素个数仅为

１４，与 ＧＰＯＰＳ⁃Ⅱ方法相比减少了 １６ 个非零元素。
综上所述，使用超对偶数方法减少了冗余非零元素

的计算，提高了轨迹优化的效率。
表 １　 轨道转移问题 ＮＬＰ 二阶偏导数矩阵稀疏型比较

对比项 ＧＰＯＰＳ⁃Ⅱ方法 超对偶数方法

稀疏型

３ ０ ０ ０ ０ ０
１ ２ ０ ０ ０ ０
３ １ ３ ０ ０ ０
１ ０ １ １ ０ ０
１ １ １ ０ １ ０
２ １ ２ １ １ ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

３ ０ ０ ０ ０ ０
１ ０ ０ ０ ０ ０
３ １ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ １ ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

非零元素个数 ３０ １４

３　 基于 ＯｐｅｎＭＰ 的并行计算

如图 １ 所示，ＮＬＰ 偏导数矩阵中包含大量元素。

图 １　 ＮＬＰ 一阶偏导数矩阵示意图

·２６６·
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　 　 其中，空白元素表示恒为零，“•”表示非零元

素，“×”表示可能不为零的元素。
本 文 使 用 ＯｐｅｎＭＰ 作 为 并 行 计 算 方 法。

ＯｐｅｎＭＰ 是一种基于共享内存的多线程并行编程模

型，专为多核处理器设计，通过使用 ＯｐｅｎＭＰ，程序

能够同时对独立的计算子块进行并行处理，从而显

著提高计算速度和程序的整体运行效率。
具体来说，本文首先准确识别 ＮＬＰ 一阶 ／二阶

偏导数矩阵的稀疏型，然后使用 ＯｐｅｎＭＰ 将其中的

非零元素分配到多个线程中进行计算。 如图 ２ 所

示，假设需要计算的非零元素的个数为 ｍ，通过

ＯｐｅｎＭＰ 将这 ｍ 个非零元素分配到 ｋ 个线程中并行

计算，在每个线程计算完成后收集结果，组装得到

ＮＬＰ 一阶 ／二阶偏导数矩阵。
此外，除了 ＮＬＰ 的一阶 ／二阶偏导数，动力学系

统在各离散点处的值也可以进行并行计算。 同理，
将各离散点处的值也分配到这 ｋ 个线程中进行计

算，可以进一步提升计算效率。

图 ２　 非零元素并行计算流程示意图

４　 仿真与分析

４．１　 轨道转移问题

轨道转移问题是航空航天领域的经典问题，需
要在满足物理约束的前提下找到最优的转移策略。

该轨迹优化问题的状态变量分别为矢径 ｒ、轨
道角度 θ、径向速度 ｖｒ、切向速度 ｖθ，控制变量为 ｕｒ 和

ｕθ。 该轨迹优化问题的描述如下：求解 １ 个最优控

制 ｕ∗（ ｔ） ＝ （ｕｒ（ ｔ），ｕθ（ ｔ）） Ｔ，使系统在末端时刻矢径

最大化。 因此，目标函数为

Ｊ ＝ ｍｉｎ（ － ｒｔｆ） （１４）
　 　 满足动力学方程

ｒ̇ ＝ ｖｒ

θ̇ ＝
ｖθ
ｒ

ｖ̇ｒ ＝
ｖ２θ
ｒ

－ μ
ｒ２

＋ Ｔ
ｍ
μｒ

ｖ̇θ ＝
ｖｒｖθ
ｒ

＋ Ｔ
ｍ
μθ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（１５）

式中： μ为太阳引力常数；Ｔ为发动机推力大小；ｍ为

飞行器质量，它会因为燃料和其他部件的消耗而随

时间逐渐变化。 ｍ 可以表示为

ｍ ＝ ｍ（ ｔ０） － ｍｓ·ｔ （１６）
式中： ｔ０ 为初始时间；ｍｓ 为飞行器质量变化速度，为
简化研究，设其为常值。

边界条件为

ｘ（ ｔ０） ＝ ｘ０， ｘ（ ｔｆ） ＝ ｘｆ （１７）
　 　 在轨道转移的过程中，状态变量和控制变量需

要满足约束

ｘｍｉｎ ≤ ｘ（ ｔ） ≤ ｘｍａｘ （１８）
ｕｍｉｎ ≤ ｕ（ ｔ） ≤ ｕｍａｘ （１９）

　 　 同时，由于推力受限，在轨道转移中需要满足路

径约束

‖ｕ‖２ ＝ Ｔ
ｍ（ ｔ０）

（２０）

　 　 初始条件是 ｔ０ ＝ ０，ｍ（ ｔ０） ＝ １ ０００ ｋｇ，ｒ（ ｔ０） ＝
１ ＡＵ，θ（ ｔ０） ＝ ０，ｖｒ（ ｔ０） ＝ ０，ｖθ（ ｔ０） ＝ １ ＡＵ ／ ＴＵ，Ｔ ＝
０．１４０ ５ ｍ０Ｖ０

２ ／ ｒ０，μ ＝ １ ＡＵ３ ／ ＴＵ３。 终端约束是 ｔｆ ＝
３．３２ ＴＵ，ｖｒ（ ｔｆ） ＝ ０。 其中 ＡＵ 为天文单位，指地球到

太阳的平均距离，在这里取１．４９５ ９７８ ７ × １０１１ ｍ。 在

本算例中，ＴＵ（ｔｉｍｅ ｕｎｉｔ） 为时间单位，其取值为一

年，即 ３６５．２５ ｄ。
项目组前期开发的轨迹优化软件［１９］ 使用的优

化算法为梯形格式的配点法，使用 ＧＰＯＰＳ⁃Ⅱ中的

偏导数矩阵稀疏型识别方法，并且不使用 ＯｐｅｎＭＰ
并行计算（简称对比方法）。 本文方法使用的优化

算法为梯形格式的配点法，使用超对偶数方法识别

偏导数矩阵的稀疏型，并使用 ＯｐｅｎＭＰ 并行计算一

阶 ／二阶偏导数矩阵中的非零元素以及动力学系统

在各离散点处的值。
本文所使用的计算平台的配置为 Ｉｎｔｅｌ Ｃｏｒｅ ｉ３⁃

１０１００ ３．６０ ＧＨｚ 处理器，８ ＧＢ ＲＡＭ 内存，Ｗｉｎｄｏｗｓ
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１０ 家庭版 ６４ 位操作系统。 本算例使用的优化方法

均取 １０１ 个节点进行求解，ＯｐｅｎＭＰ 采用 ４ 线程并

行。 为确保结果的可靠性和准确性，最终的优化耗

时结果是基于 １０ 次优化的平均耗时。 仿真结果如

表 ２ 所示，算例的状态变量随时间变化曲线如图 ３
所示，最优控制方案输出结果如图 ４ 所示。

表 ２　 不同优化方法的优化结果

优化方法 编程语言
目标函数 ／

ＡＵ
优化耗时 ／

ｍｓ

ＧＰＯＰＳ⁃Ⅱ Ｍａｔｌａｂ １．５２５ ２２ ５ ０５４

对比方法 Ｃ＋＋ １．５２５ ２２ １ １１２

本文方法 Ｃ＋＋ １．５２５ ２２ ７１５

图 ３　 状态变量随时间变化曲线

图 ４　 控制量随时间变化曲线

由优化结果可以看出，每种优化方法的目标函

数都是相同的，均为 １．５２５ ２２ ＡＵ，这表明 ３ 种方法

在优化结果的精度上是等效的。 但值得注意的是，
本文方法的优化耗时明显短于 ＧＰＯＰＳ⁃Ⅱ和对比方

法，求解时间仅为 ７１５ ｍｓ，相比于 ＧＰＯＰＳ⁃Ⅱ大幅减

少了约 ８５．８％，相比于对比方法减少了 ３５．７％。
４．２　 超声速飞行器再入问题

超声速飞行器再入问题的状态变量包括飞行器

到地心的距离 ｒ，速度 ｖ，航迹倾角 γ，航迹偏角 ψ，经
度 θ，纬度 ϕ；控制变量包括攻角 α 和侧倾角 σ。

超声速飞行器再入问题的目标函数为

Ｊ ＝ ｍｉｎ（ϕｆ） （２１）
　 　 满足动力学方程

ｄｒ
ｄｔ

＝ ｖｓｉｎγ

ｄｖ
ｄｔ

＝ － Ｄ
ｍ

－ ｇｓｉｎγ

ｄγ
ｄｔ

＝ Ｌｃｏｓσ
ｍｖ

－ ｇｃｏｓγ
ｖ

＋ ｖｃｏｓγ
ｒ

ｄψ
ｄｔ

＝ Ｌｓｉｎσ
ｍｖｃｏｓγ

－ ｖｃｏｓγｃｏｓψｔａｎϕ
ｒ

ｄθ
ｄｔ

＝ ｖｃｏｓγｃｏｓψ
ｒｃｏｓϕ

ｄϕ
ｄｔ

＝ ｖｃｏｓγｓｉｎψ
ｒ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（２２）

式中： ｍ为质量；Ｌ和Ｄ分别为升力和阻力；ｇ为重力

加速度；ｒ ＝ ｈ ＋ Ｒｅ，ｈ 为高度；Ｒｅ 为地球半径。
升力和阻力的计算公式为

Ｌ ＝ １
２
ρｖ２ＳＣＬ

Ｄ ＝ １
２
ρｖ２ＳＣＤ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２３）

式中： ＣＬ 为升力系数；ＣＤ 为阻力系数；ρ 为大气密

度；Ｓ 为参考面积。
升力系数和阻力系数计算公式如（２４）式所示。

ＣＬ ＝ ＣＬ０ ＋ ＣＬ１·α

ＣＤ ＝ ＣＤ０ ＋ ＣＤ１·α ＋ ＣＤ２·α２{ （２４）

　 　 重力加速度满足

ｇ ＝ μ
ｒ２

（２５）
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式中， μ 为地球引力常数。
初始条件 ｈ０ ＝ ７９ ２４８ ｍ，ｖ０ ＝ ７ ３３３．７９２ ８ ｍ ／ ｓ，

γ ０ ＝ － ０．０１８ ５７ ｒａｄ，ψ ０ ＝ ０ ｒａｄ，θ ０ ＝ ０ ｒａｄ，ϕ０ ＝
０ ｒａｄ。 终端条件为 ｈｆ ＝ ２４ ３８４ ｍ，ｖｆ ＝ ７６２ ｍ ／ ｓ，γ ｆ ＝
－ ０．０８７ ２７ ｒａｄ。 优化方法均取 １０１ 个节点对本算

例进行求解，ＯｐｅｎＭＰ 采用 ４ 线程并行，为确保结果

的可靠性和准确性，最终的优化耗时结果是基于

１０ 次优化的平均耗时。 仿真结果如表 ３ 所示，状态

变量随时间变化曲线如图 ５ 所示，控制变量随时间

变化曲线如图 ６ 所示。
表 ３　 不同优化方法得到的优化结果

优化方法 编程语言
目标函数 ／

ｒａｄ
优化耗时 ／

ｍｓ

对比方法 Ｃ＋＋ －０．５０１ ６３ ２ ２５８

本文方法 Ｃ＋＋ －０．５０１ ６３ １ ５６２

图 ５　 状态变量随时间变化曲线

图 ６　 控制变量随时间变化曲线

从优化结果可以看出，２ 种方法的目标函数都

是相同的，均为－０．５０１ ６３ ｒａｄ，但本文方法的优化耗

时明显少于对比方法，求解时间为 １ ５６２ ｍｓ，相比于

对比方法减少了 ３０．８％。

通过以上 ２ 个算例可以看出，结合超对偶数方

法和 ＯｐｅｎＭＰ 的综合计算方法，可以在保证计算精

度的同时，较大程度地提升轨迹优化问题的求解效

率。 超对偶数方法和 ＯｐｅｎＭＰ 并行计算方法的引入

对轨迹优化问题的求解效率有着显著影响，结合

２ 种方法能够较大限度地发挥计算资源的优势，缩
短计算时间，提高计算效率。

５　 结　 论

本文深入分析了飞行器轨迹优化问题，结合超

对偶数方法与 ＯｐｅｎＭＰ 并行计算方法，显著提高了

轨迹优化效率。 具体而言，本文通过引入超对偶数

方法准确识别了 ＮＬＰ 二阶偏导数矩阵的稀疏型，确
定其中非零元素的位置，有效地解决了二阶偏导数

的冗余计算问题，而引入 ＯｐｅｎＭＰ 则充分利用了其

多核处理器的优势，通过并行计算 ＮＬＰ 的一阶 ／二
阶偏导数的非零元素以及动力学系统在各离散点处

的值，大幅缩短了计算时间。 仿真结果表明，采用这

种综合方法不仅保证了计算精度，而且提升了计算

效率。 对 于 轨 道 转 移 问 题， 优 化 时 间 相 比 于

ＧＰＯＰＳ⁃Ⅱ大幅减少了约 ８５．８％，相比于对比方法减

少了 ３５．７％。 对于超声速飞行器再入问题，优化时

间与对比方法相比减少了 ３０．８％。 相比于对比方
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法，本文方法在处理不同轨迹优化问题时均有显著

的效率提升。
未来的研究可以探索更高效的并行计算策略，

进一步提升计算速度。 同时，还可以将这一方法扩

展到其他类型的优化问题中，以验证其通用性和适

应性。
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