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摘　 要：针对小模数偏置面齿轮齿面的高精度重构问题，提出了一种基于三坐标测量和修形曲面优化

的逆向设计方法。 建立了齿面共轭展成坐标系，推导出小模数偏置面齿轮理论齿面径矢方程和法矢

方程；设计规划了测量坐标系和测量路径，通过高精度三坐标测量仪获得了样品齿轮的齿面数据；给
出了小模数面齿轮综合修形曲面设计方法，并通过优化迭代精确求解出能够逼近样品齿轮齿面的最

佳修形参数，实现光滑齿面的逆向设计；进行了样品齿轮、逆向设计齿轮和其他常规设计齿轮的对比

分析和啮合实验。 结果表明：经过修形曲面优化的逆向设计齿面与原样品齿轮齿面之间在工作齿面

范围的误差小于 ２ μｍ，接触印痕高度一致，且明显优于采用其他 ２ 种方式设计的齿面性能，证实了该

逆向设计方法的实用性和有效性。
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　 　 小模数偏置面齿轮副因其重合度高、结构紧凑、
综合成本较低等优点，在渔线轮、电动工具等产品中

得到了广泛应用［１⁃３］。 而在实际应用中，为提高传

动效率，小模数偏置面齿轮通常具有较大螺旋角，两
侧齿面不一致，齿形复杂。 同时，由于模数和尺寸较

小，其啮合平稳性对系统各零部件的制造误差、装配

误差尤其是面齿轮轴向错位量等都比较敏感，研究

有效的齿面修形设计方法，是提高小模数面齿轮副

啮合性能的有效途径。 然而最佳的修形曲面参数往

往需要通过大量的模型设计和实验验证评价才能获

得，研制周期长且成本高。 目前，世界著名公司如

ＳＨＩＭＡＮＯ、ＤＡＩＷＡ 等通过长期研发，掌握了大量性

能极佳的齿面设计数据，而国内相关企业研发能力

相对落后。 因此，研究有效的逆向设计方法，从国际

高端产品中的小模数偏置面齿轮样品中获取精准的

齿面设计参数，可显著加快研发周期并提高自主研

发水平。
针对面齿轮的齿面修形设计方法，国内外已有

诸多学者进行了相关研究。 Ｌｉｔｖｉｎ 等［４⁃５］ 对面齿轮

进行双向鼓形修形，有效避免了动力传动场合面齿

轮副的边缘接触，提高了轮齿强度。 对于小模数偏

置面齿轮副，Ｔｓａｙ 等［６］ 研究了沿接触路径修形对接

触印痕和传动误差的影响，提高了轻载面齿轮副的

啮合平稳性。 Ｉｎｏｕｅ 等［１］ 为保证小模数面齿轮副的

传动平稳性，采用最小化传动误差获取面齿轮齿面

的接触路径和接触线修形参数。 然而，这些方法需

要经过大量试算和实验评估才能获得优异的参数。
逆向设计可以通过精确测量或三维扫描技术获

得齿轮的精确几何数据，提高设计的准确性和制造

的质量。 目前对齿轮的逆向设计研究大多针对圆柱

齿轮和动力传动场合的面齿轮，对轻载小模数面齿

轮的研究较少。 王延忠等［７⁃８］ 在面齿轮齿面上规划

了测量网格，通过齿轮测量中心获取测量数据，得到

了实际齿面的法向偏差。 李占平等［９］ 采用 ＮＵＲＢＳ
曲面拟合的方式重构了面齿轮的数字化齿面，保证

了型值点处的精度。 Ｙｕ 等［１０］采用线激光测量技术

获取了圆柱齿轮表面的点云数据，并建立了重构三
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维模型，该模型与坐标测量结果偏差小于 ２ μｍ。
Ｗａｎｇ 等［１１］研究了基于 Ｂ 样条拟合技术的三坐标测

量仪获取大模数面齿轮齿面坐标数据的方法，与高

精度克林贝格齿轮测量中心数据对比，偏差小

于４．５ μｍ。
虽然采用高精度三坐标测量仪通过接触式测量

可以获得精度较高的齿面数据，但齿面数据中存在

噪点，影响曲面的光顺度，而采用曲面光顺算法处理

或 ＮＵＲＢＳ 曲面拟合都会破坏齿面的共轭啮合特

性。 同时在轮齿四周边界处，由于倒圆角等因素，曲
面形状急剧变化，导致该区域无法测量，使得齿面数

据不完整。 采用光学扫描测量方法虽然可以获取完

整的全齿面数据，但精度较低，有时测量误差会大于

０．０１ ｍｍ。 因此，对于小模数偏置面齿轮副，直接使

用测量数据进行齿面重构无法得到较高的啮合平

稳性。
针对以上问题，本文提出了一种基于高精度三

坐标测量、修形曲面设计与优化的小模数偏置面齿

轮逆向设计方法。 该方法运用修形曲面与样品齿轮

测量误差曲面的精准逼近，有效克服了测量曲面数

据的不完整、局部缺陷和不光顺性等问题，为高性能

小模数偏置面齿轮的设计与制造提供了一种有效的

解决方案。

１　 小模数偏置面齿轮理论齿面

小模数偏置面齿轮的齿面是由渐开线圆柱螺旋

产形齿轮展成得到的，如图 １ 所示。 建立偏置面齿

轮展成坐标系，其中坐标系 Ｓｓ 与 Ｓ２ 分别被刚性连接

在产形齿轮和面齿轮上，ｚｓ 与 ｚ２ 分别与刀具及面齿

轮轴线一致；Ｓａ 与 Ｓｍ 为辅助固定坐标系。 ψｓ 和 ψ２

分别为刀具和面齿轮的转动角度，且满足 ψ２ ＝ ｉｓ２·
ψｓ，ｉ２ｓ 为刀具与面齿轮之间的传动比；Ｅ 为面齿轮轴

线与小轮轴线间的最短距离（称为偏置距），设两齿

轮轴线夹角为 ９０°，Ｒ１ 和 Ｒ２ 分别为面齿轮内外

半径。

图 １　 偏置面齿轮展成坐标系

产形齿轮曲面在坐标系 Ｓ２ 中所产生的包络曲

面族径矢和法矢分别为

ｒ２（θｓ，μｓ，ψｓ） ＝ Ｍ２ｓ（ψｓ）·ｒｓ（θｓ，μｓ）
ｎ２（θｓ，μｓ，ψｓ） ＝ Ｍ２ｓ（ψｓ）·ｎｓ（θｓ，μｓ）

{ （１）

式中： ｒｓ（θ ｓ，μ ｓ） 和 ｎｓ（θ ｓ，μ ｓ） 是刀具产形齿轮的齿

面径矢和单位法矢，θ ｓ 和 μ ｓ 分别表示刀具齿轮的齿

廓参数和齿向参数。 Ｍ２ｓ 是由坐标系 Ｓｓ 到 Ｓ２ 的变换

矩阵，如（２） 式所示。 参考文献［５］，本文对于三维

坐标变换，采用齿轮啮合原理中常用的“４ × ４” 矩阵

表达方式，其中矩阵前 ３ 列子矩阵表示新旧坐标轴

间的角度关系，第 ４ 列元素用于表示坐标原点的位

置变化。 另外，为表达统一，本文中的三维空间矢量

均被扩展为 ４ 维，径矢（ｒｓ 等）最后一个元素为 １，法
矢及速度矢量最后一个元素为 ０。

Ｍ２ｓ ＝ Ｍ２ｍ·Ｍｍｐ·Ｍｐａ·Ｍａｓ ＝

ｃｏｓψ２ｃｏｓψｓ ｃｏｓψ２ｓｉｎψｓ ｓｉｎψ２ － Ｅｃｏｓψ２ ＋ Ｌ０ｓｉｎψ２

－ ｓｉｎψ２ｃｏｓψｓ ｃｏｓψ２ｓｉｎψｓ ｃｏｓψ２ Ｅｓｉｎψ２ ＋ Ｌ０ｃｏｓψ２

ｓｉｎψｓ － ｃｏｓψｓ ０ ０
０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

（２）

式中： Ｌ０ 为辅助参数（见图 １），由（３） 式确定。

Ｌ０ ＝ ［（Ｒ１ ＋ Ｒ２） ／ ２］ ２ － Ｅ２ （３）
　 　 共轭齿面在啮合点处的相对速度为

ｖｓ
ｓ２ ＝ （ωｓ － ω２） × ｒｓ － ω２ × Ｒ （４）

式中： ω ｓ 和ω２ 分别是刀具和面齿轮的角速度；矢量

Ｒ 为坐标系 Ｓｓ 原点 Ｏｓ 指向坐标系 Ｓ２ 原点 Ｏ２ 的矢

量，在坐标系 Ｓｓ 中表示为

Ｒ ＝ ＯｓＯ２
→ ＝ ［ － Ｅｃｏｓψｓ，Ｅｓｉｎψｓ， － Ｌ０，０］ Ｔ （５）

　 　 根据空间啮合原理［５］ 两齿面在接触点的相对

运动速度与公法矢相垂直，得啮合方程为

·３３７·
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ｆ（θｓ，μｓ，ψｓ） ＝ ｎｓ·ｖｓ
ｓ２ ＝ ０ （６）

　 　 将啮合（１）式与（６）式联立，可得面齿轮齿面的

径矢和法矢。 求解齿面方程可得面齿轮离散齿面点

数据和数值齿面，根据离散齿面点数据拟合曲面进

而可生成全齿模型。

２　 面齿轮齿面偏差的精确测量

精确测量是逆向设计中的重要步骤，其测量结

果为后续修形曲面优化提供目标参照曲面。
２．１　 测量网格规划

考虑到面齿轮测量误差对整体倾角最为敏

感［１１］，以齿顶所在平面为 ｘｙ 平面，以齿轮轴线为 ｚ
轴建立测量坐标系。

在弧齿锥齿轮的测量中，通常采用 ５×９ 的齿面

拓扑网格，这个测点密度对于弧齿锥齿轮的加工参

数调整是有效的。 然而小模数偏置面齿轮的齿面修

形函数比较复杂，既有工作齿面修形，又有过渡曲面

修形和四周边界局部修形，而且齿面精度要求较高

（微米级），因此本文以 ０．０５ ｍｍ 的标准间距划分测

量网格，如图 ２ 所示。
图 ２ 中， Δｄ 与 Δｇ 分别为齿顶和齿根的收缩量，

ΔＲｏｕｔ
与 ΔＲｉｎ

分别为外径和内径的收缩量，蓝色标记

点为齿面中点。

图 ２　 面齿轮齿面测量的网格规划

２．２　 获取齿面偏差数据

将探头定位到理论齿面中点处并与齿面接触，
以接触点作为基准点。 将探头移动到理论齿面某点

位矢 ｒ∗ 后，沿该点法矢 ｎ∗ 方向移动 Δｄ（视为该点

的法向误差值） 接触到被测齿面上某点 ｒ∗０ 后，满足

ｒ∗０ ＝ ｒ∗ ＋ Δｄ·ｎ∗ （７）
　 　 按照网格规划依次测量，记录每个理论齿面点

对应的移动距离 Δｄ 和实际坐标 ｒ∗０ 。 图 ３ 为某理论

齿面对应的误差形貌图。

图 ３　 测量获得的齿面误差形貌图

由（７） 式可知，将理论齿面点 ｒ∗ 按照法矢方向

ｎ∗ 移动误差值Δｄ 可得到实际齿面位矢。 但直接利

用测量数据进行齿面重构存在 ２ 点困难：①未测量

区域的误差值未知，且由于误差曲面形状复杂，采用

外推插值求解偏差较大；②由于测量误差和制造精

度等因素的影响，测量数据存在若干噪点，导致误差

曲面不光顺，存在局部缺陷，如图 ４ 所示。

图 ４　 凹面法向误差曲面

因此，为了获得最佳的重构齿面，不仅需要保证

未测量区域的精度，也需要减少局部缺陷对重构齿

面的不利影响。

３　 修形曲面设计

由 ２．２ 节可知，由三坐标测量仪得到的数据存

在噪点等局部缺陷，且不能涵盖整个齿面，故不能直

接用于齿面重构。 实际工程应用中，对小模数偏置

面齿轮齿面可采用沿着瞬时接触线和接触路径修形

等方式［１⁃６］加强传动平稳性，如 ＳＨＩＭＡＮＯ 等公司主

要采取此种修形策略。 从图 ３ 可以看出面齿轮轮齿

的两侧面总体上是沿着对角修形，凹面在内径齿根

·４３７·
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和外径齿顶处修形较大；凸面在内径齿顶和外径齿

根处修形较大，另外存在局部修形。
因此，根据上述细节特征，本文分别建立了两侧

齿面各部分区域沿着各个方向的修形函数，最终叠

加获得综合修形曲面，以逼近原始齿面。
３．１　 齿面旋转投影

面齿轮齿面旋转投影如图 ５ 所示，坐标系 Ｓｃ 是

偏置面齿轮投影平面上的二维坐标系，将坐标系 Ｓ２

中的三维齿面点旋转投影到二维坐标系 Ｓｃ 中，即

ｘｃ ＝ ｘ２
２ ＋ ｙ２

２ － ｘ２
ｏｃ ＋ ｙ２

ｏｃ

ｙｃ ＝ ｚ２ － ｚｏｃ
{ （８）

式中： ｘｏｃ，ｙｏｃ 和 ｚｏｃ 为理论齿面中点在 Ｓ２ 坐标系下

３ 个 方向的分量。

图 ５　 面齿轮齿面投影示意图

图 ６ 是偏置面齿轮齿面在投影曲面的示意图，
αＰ 和αＱ 分别是瞬时接触线 ｙ′ｃ 和设计接触路径 ｘ′ｃ 与
ｘｃ 轴正方向之间的夹角；Ｌｒａｄ１ 和 Ｌｒａｄ２ 分别表示从投

影平面中点 ｏｃ 到外径端和内径端的距离；Ｈｒａｄ１ 和

Ｈｒａｄ２ 分别表示从投影平面中点 ｏｃ 到面齿轮齿根和

齿顶的距离。

图 ６　 面齿轮投影平面

３．２　 沿瞬时接触线修形函数

如图 ７ 所示，沿面齿轮理论齿面的瞬时接触线

方向进行抛物线修形，目的是降低安装错位对接触

痕迹的影响。 图 ７ 中白色区域为不修形区域，橙色

区域为修形区域。 Ｌ１ｒ 和 Ｌ１ｔ 分别为瞬时接触线方向

内径齿根段和外径齿顶段的修形长度；δ １ｒ 和 δ １ｔ 分

别为内径齿根段和外径齿顶段的最大修形量。

图 ７　 沿瞬时接触线修形示意图

投影曲面上某点到 ｙ′ｃ 的投影值 ｈ′ 为

ｈ′ ＝
ｘｃｓｉｎαＱ ＋ ｙｃｃｏｓαＱ

ｓｉｎ（αＰ ＋ αＱ）
（９）

　 　 在瞬时接触线方向上的修形量最大点位置分别

是 Ａ和Ｄ，由（９） 式求得２点在 ｙ′ｃ 方向上的投影值分

别为 ｈ′Ａ 和 ｈ′Ｄ。 因此，可将 ｈ′Ａ 和 ｈ′Ｄ 视为外径与内径

在瞬时接触线方向上的最大修形长度。 瞬时接触线

方向内径齿根段与外径齿顶段的修形长度 Ｌ１ｒ，Ｌ１ｔ 计

算公式为

Ｌ１ｒ ＝ ｋ１ｒ· ｈ′Ｄ
Ｌ１ｔ ＝ ｋ１ｔ· ｈ′Ａ

{ （１０）

式中： ｋ１ｒ 和 ｋ１ｔ 为修形长度系数，当 ｋ１ｒ 和 ｋ１ｔ 都为 １
时，修形区域最大，为全齿面修形；当 ｋ１ｒ 和 ｋ１ｔ 都为 ０
时，为不采用接触线修形。

根据（９） ～ （１０）式建立沿瞬时接触线修形函数

δ１（ｙ′ｃ） ＝
ａ１ｒ·［ｈ′ － （ｈ′Ｄ ＋ Ｌ１ｒ）］ ２，　 ｈ′ ＜ ｈ′Ｄ ＋ Ｌ１ｒ

０，　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｈ′Ｄ ＋ Ｌ１ｒ ≤ ｈ′ ≤ ｈ′Ａ － Ｌ１ｔ

ａ１ｔ·［ｈ′ － （ｈ′Ａ － Ｌ１ｔ）］ ２，　 ｈ′ ＞ ｈ′Ａ － Ｌ１ｔ

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１１）
式中： ｈ′ 为投影曲面上某点在 ｙ′ｃ 轴上的投影值；ａ１ｒ

和 ａ１ｔ 分别为内径齿根段和外径齿顶段的修形系数，
由（１２） 式确定。

ａ１ｒ ＝ δ１ｒ ／ Ｌ２
１ｒ

ａ１ｔ ＝ δ１ｔ ／ Ｌ２
１ｔ

{ （１２）

３．３　 沿接触路径修形函数

如图 ８ 所示，沿面齿轮理论齿面的预设接触路

径方向进行抛物线修形。 Ｌ２ｒ 和 Ｌ２ｔ 为接触路径方向

外径齿根段和内径齿顶段的修形长度；δ ２ｒ 和 δ ２ｔ 为

齿根段和齿顶段的最大修形量。
在坐标系 Ｓｃ 中，预设接触路径 ｘ′ｃ 的方程与预设

·５３７·
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图 ８　 沿接触路径修形示意图

接触线 ｙ′ｃ 的方程分别为

ｙ１ ＝ － ｔａｎαＱ·ｘｃ

ｙ２ ＝ ｔａｎαＰ·ｘｃ
{ （１３）

　 　 投影曲面上某点沿预设接触线 ｙ′ｃ 方向投影到

预设接触路径 ｘ′ｃ 上的投影距离为

ｌ′ ＝
（ｙｃ ＋ ｔａｎαＰ·ｘｃ）
（ｔａｎαＱ － ｔａｎαＰ）

ｃｏｓαＱ －

　
［ ｔａｎαＱ·（ｙｃ ＋ ｔａｎαＰ·ｘｃ）］

（ｔａｎαＱ － ｔａｎαＰ）
ｓｉｎαＱ （１４）

　 　 在接触路径方向上修形量最大点分别为 Ｂ 和

Ｃ，由（１４） 式求得 ２ 点沿预设接触线 ｙ′ｃ 方向投影到

预设接触路径 ｘ′ｃ 上的投影距离分别为 ｌ′Ｂ 和 ｌ′Ｃ。 则

外径齿根段和内径齿顶段的修形长度 Ｌ２ｒ，Ｌ２ｔ 为

Ｌ２ｒ ＝ ｋ２ｒ· ｌ′Ｃ
Ｌ２ｔ ＝ ｋ２ｔ· ｌ′Ｂ

{ （１５）

式中， ｋ２ｒ 和 ｋ２ｔ 分别为接触路径方向外径齿根和内

径齿顶段的修形系数。
根据（１４） ～ （１５） 式建立沿接触路径修形函数

δ２（ｘ′ｃ） ＝
ａ２ｒ·［ ｌ′ － （ ｌ′Ｃ － Ｌ２ｒ）］ ２， ｌ′ ＞ ｌ′Ｃ － Ｌ２ｒ

０，　 　 　 　 　 　 ｌ′Ｂ ＋ Ｌ２ｔ ≤ ｌ′ ≤ ｌ′Ｃ － Ｌ２ｒ

ａ２ｔ·［ ｌ′ － （ ｌ′Ｂ ＋ Ｌ２ｔ）］ ２， ｌ′ ＜ ｌ′Ｂ ＋ Ｌ２ｔ

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１６）
式中： ａ２ｒ 和 ａ２ｔ 分别为内径齿根段和外径齿顶段的

修形系数，由 δ ２ｒ 和 δ ２ｔ 确定；ｌ′ 为投影曲面上某点沿

预设接触线 ｙ′ｃ 方向投影到预设接触路径 ｘ′ｃ 上的投

影距离。
３．４　 沿齿向齿廓局部修形函数

如图 ９ 所示，在齿顶、齿根、内径端和外径端

４ 个局部位置，沿齿向和齿廓方向上进行抛物线修

形。 Ｌ３ｒ 和 Ｌ３ｔ 为内、外径段的修形长度；δ ３ｒ 和 δ ３ｔ 为

内、外径段的最大修形量。 Ｌ４ｒ 和 Ｌ４ｔ 为齿根和齿顶

段的修形长度；δ ４ｒ 和 δ ４ｔ 为齿根和齿顶段的最大修

形量。 根据图 ６ 和图 ９ 建立沿齿向方向修形函数

δ ３（ｘｃ） ＝
ａ３ｒ·［ｘｃ － （Ｌｒａｄ２ － Ｌ３ｒ）］ ２， ｘｃ ＞ － Ｌｒａｄ２ ＋ Ｌ３ｒ

０，　 　 　 　 　 Ｌｒａｄ１ － Ｌ３ｔ ≤ ｘｃ ≤－ Ｌｒａｄ２ ＋ Ｌ３ｒ

ａ３ｔ·［ｘｃ － （Ｌｒａｄ１ － Ｌ３ｔ）］ ２， ｘｃ ＜ Ｌｒａｄ１ － Ｌ３ｔ

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１７）

式中：ａ３ｒ 和 ａ３ｔ 为内径段和外径段的修形系数，由 δ ３ｒ

和 δ ３ｔ 确定。

图 ９　 沿齿向齿廓方向修形示意图

根据图 ６ 和图 ９ 建立沿齿廓方向修形函数

δ ４（ｙｃ） ＝
ａ４ｒ·［ｙｃ － （Ｈｒａｄ１ － Ｌ４ｒ）］ ２， ｙｃ ＞ － Ｈｒａｄ１ ＋ Ｌ４ｒ

０，　 　 　 　 　 Ｈｒａｄ２ － Ｌ４ｔ ≤ ｙｃ ≤－ Ｈｒａｄ１ ＋ Ｌ４ｒ

ａ４ｔ·［ｙｃ － （Ｈｒａｄ２ － Ｌ４ｔ）］ ２， ｙｃ ＜ Ｈｒａｄ２ － Ｌ４ｔ

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１８）

式中：ａ４ｒ 和 ａ４ｔ 为齿根段和齿顶段的修形系数，由 δ ４ｒ

和 δ ４ｔ 确定。
３．５　 综合修形

小模数偏置面齿轮齿面综合修形由接触线修

形、接触路径修形和齿向、齿廓局部修形叠加而成，
其函数为

δΣ ＝ δ１ ＋ δ２ ＋ δ３ ＋ δ４ （１９）
　 　 图 １０ 为四部分修形曲面叠加而成的综合修形

曲面，用以拟合测量误差曲面。

图 １０　 综合修形曲面示意图

·６３７·
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４　 修形曲面优化模型

采用非线性约束优化的方法求解综合修形曲面

与实测误差曲面的最佳拟合，本文建立的优化设计

数学模型如（２０）式所示，对于一个轮齿的凹面和凸

面需分别建立此模型。 以第 ３ 节介绍的所有修形参

数为设计变量，并给定各修形参数合适的约束边界

作为约束函数，以实测误差曲面与修形设计曲面在

各离散点差值的均方根作为目标函数。

ｍｉｎ ｆ（ｘ） ＝ ∑
（ ｉ，ｊ）∈Ｉ

（Δｄｉ，ｊ － δｉ，ｊ） ２

Ｉ ＝ ｛ ｉ，ｊ ｚｉ，ｊ ＞ Ｚ ｊ（ ｉ ＝ １，２…ｍ， ｊ ＝ １，２…ｎ）｝
ｘ ＝ ［αＱ，αＰ，Ｌ１ｒ，Ｌ１ｔ，δ１ｒ，δ１ｔ，Ｌ２ｒ，Ｌ２ｔ，δ２ｒ，δ２ｔ，

　 Ｌ３ｒ，Ｌ３ｔ，δ３ｒ，δ３ｔ，Ｌ４ｒ，Ｌ４ｔ，δ４ｒ，δ４ｔ］ Ｔ

ｓ．ｔ． ｘｋｍｉｎ ≤ ｘｋ ≤ ｘｋｍａｘ 　 （ｋ ＝ １，２，…，１８）

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２０）
式中： Δｄｉ，ｊ 为每个测量网格点的法向误差值，ｉ 和 ｊ
表示任意网格点的行号和列号（见图 ２）；δ ｉ，ｊ 为每个

点的综合修形量；Ｉ 是参与计算的测量点集合，ｚｉ，ｊ 为
每个测量点的齿高坐标，Ｚ ｊ 是第 ｊ列测量点对应的过

渡曲线齿高坐标，ｚｉ，ｊ ＞ Ｚ ｊ 表示只有位于工作齿面的

网格点参与优化计算（考虑到过渡齿面基本不参与

啮合）；ｍ和 ｎ分别为测量网格的行数和列数；ｘ为设

计变量向量，由第 ３ 节可知总设计变量数目为 １８；
ｘｋｍｉｎ 和 ｘｋｍａｘ 为每个设计参数的上下边界。

针对这一变量众多、约束条件复杂的非线性优

化问题，本文采用 ＢＦＧＳ 内点算法求解，收敛准则为

目标函数 ｆ（ｘ） 的迭代变化量小于容差ε。 典型的修

形曲面优化迭代过程如图 １１ 所示，可以看出优化迭

代过程中，修形设计曲面逐渐逼近测量误差曲面。

图 １１　 修形曲面优化迭代过程

进行修形曲面优化时，曲面离散点的数量过少

不能完整地表达曲面的形态，而过多会造成优化计

算时间和坐标测量时间增加。 以齿高方向测量区域

１．２ ｍｍ 为例，目标函数 ｆ（ｘ） 容差 ε 设置为０．０１，计
算得到不同网格间距设置条件下的优化计算所需时

间（采用的计算机 ＣＰＵ 为 Ｉｎｔｅｌ （Ｒ） Ｘｅｏｎ（Ｒ） Ｗ⁃
２２６５ ＣＰＵ ＠ ３５０ ＧＨｚ）如表 １ 所示。 其中，当网格

间距 设 置 为 ０． ０５ ｍｍ 时， 优 化 计 算 时 间 约 为

５．５ ｍｉｎ。 设计人员可结合实验效果情况，并根据不

同目标要求来选择合适的网格间距。
表 １　 不同标准间距的优化时间

网格间距 ／ ｍｍ 齿高网格数 齿宽网格数 优化时间 ／ ｓ
０．１０ １２ １８ １３２．５５
０．０７ １７ ２６ １６６．３８
０．０５ ２４ ３６ ３３３．５０
０．０３ ４０ ６０ ７７２．０３
０．０２ ６０ ９０ ２ ２２５．５０

５　 实例设计与分析

选取某一参数的小模数偏置面齿轮作为设计对

象，分别采用修形曲面优化方法、测量误差曲面插值

方法和自主设计修形方法进行曲面重构，并进行对

比分析。
５．１　 修形曲面优化逆向设计实例

表 ２ 列出了某面齿轮基本参数，该齿轮模数为

０．６ ｍｍ，齿宽为 ３ ｍｍ。 为完整表示该齿面的特征和

变化，本文以 ０．０５ ｍｍ 为间距划分测量网格，即对应

的测量离散点数量为 ２３×３１。 以该齿轮的凹面为

例，采用三坐标测量得到的实际齿面与理论齿面的

误差分布如图 ３ 所示。 基于图 ３ 的误差数据，进行

优化逆向设计计算。
表 ２　 面齿轮基本参数

基本参数 参数值
面齿轮齿数 ｚ ３６

法向模数 ｍｎ ／ ｍｍ ０．６
法向压力角 αｎ ／ （°） ２０

螺旋角 β（右旋为正） ／ （°） ６０
偏置距 Ｅ（左偏为正） ／ ｍｍ ６．０

内半径 Ｒ１ ／ ｍｍ １３
外半径 Ｒ２ ／ ｍｍ １６
齿顶高系数 ｈ∗

ａ １．０
顶隙系数 ｃ∗ａ ０．２５
变位系数 ｘｎ ０．２

表 ３ 列出了优化迭代过程中目标函数值的变化

情况，目标函数值从最初的 ２６９．５８ 下降到了 ２８．６。
表 ４ 列出了优化得到的最终修形参数。

·７３７·
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表 ３　 目标函数迭代过程

迭代次数 目标函数值

０ ２６９．５８
５１３ ５３．０９
１ ０１５ ３１．１８
２ ００３ ２９．６５
３ ０１１ ２８．６０

表 ４　 优化后的修形参数

修形参数 参数值
αＱ ／ （°） ３６．５６

ｋ１ｒ ０．８５
δ１ｒ ／ μｍ ５８５．０６
ｋ２ｒ ０．８４

δ２ｒ ／ μｍ １７．４０
Ｌ３ｒ ／ ｍｍ ０．７２
δ３ｒ ／ μｍ ２０．２２
Ｌ４ｒ ／ ｍｍ ０．４５
δ４ｒ ／ μｍ １．６１

修形参数 参数值
αＰ ／ （°） ５３．４４

ｋ１ｔ ０．９９
δ１ｔ ／ μｍ ７３．３３
ｋ２ｔ ０．２１

δ２ｔ ／ μｍ ４５．１１
Ｌ３ｔ ／ ｍｍ ０．２０
δ３ｔ ／ μｍ １３．２６
Ｌ４ｔ ／ ｍｍ ０．１９
δ４ｔ ／ μｍ ２１．７７

为进一步评价优化后的修形曲面对原始误差曲

面的拟合程度，构建两曲面之间的差曲面，如图 １２
所示。 可以看出，在工作齿面区域内，误差值被有效

控制在了 ２ μｍ 以内；过渡区域内的绝对误差也基

本控制在 ５ μｍ 以内。

图 １２　 优化修形曲面与测量误差曲面之间的差曲面

由于测量区域不能涵盖整个齿面，因此将优化

后的修形参数代入全齿面方程中，得到全齿面范围

的修形曲面，如图 １３ 所示。 全齿面修形曲面与测量

图 １３　 全齿面修形优化曲面与测量区域的误差曲面

误差曲面在工作区域内高度一致，过渡区域也展现

出良好的吻合性，验证了本模型的有效性。
５．２　 常规设计方法

采用测量误差曲面插值方法和自主设计修形方

法完成全齿面误差曲面的拟合，并进行拟合效果分

析，为后续对比分析提供曲面数据。
图 １４ 为采用测量误差曲面向外插值求解得到

的全齿面误差曲面，由于误差曲面的复杂性，四周外

插区域的变化趋势与测量误差曲面不一致，外径齿

廓呈逆向减小趋势，内径齿廓呈急剧上升趋势。

图 １４　 插值补全误差曲面与测量误差曲面

图 １５ 为采用测量误差曲面自主设计的修形曲

面对比，可以看出自主设计的修形曲面与误差曲面

差别明显，一致性较差，在内径齿根处两曲面最大差

值为 ６０ μｍ。

图 １５　 自主设计修形曲面与测量误差曲面

６　 试验件加工与啮合实验

为了评估齿面重构后小模数偏置面齿轮的啮合

性能，采用法兰克精密数控铣床加工了第 ５ 节中设

计的 ３ 种重构齿轮，如图 １６ 所示，并进行啮合性能

对比实验。
图 １７ａ） 为原样品齿轮的齿面啮合印痕，图

１７ｂ）为采用修形曲面优化的重构齿面啮合印痕。
可以看出，采用修形曲面重构的齿轮与原样品齿轮

的接触路径与接触宽度基本相同，啮合印痕高度一

致，接触区域整体光滑，无明显摩擦区域，转动时无

·８３７·
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图 １６　 小模数偏置面齿轮加工

振动噪声，传动性能得以较完整保留。
图 １７ｃ）为采用自主设计修形曲面的重构齿面

啮合印痕。 可以看出，采用自主设计修形曲面与原

样品齿轮的接触路径基本相同，但外径处存在明显

图 １７　 实验齿轮齿面啮合印痕

的未接触区域，影响平稳性。 同时因齿宽中部靠近

外径齿根处的修形量不足，此处靠近过渡曲线处出

现了明显的摩擦痕迹，降低了传动效率，进而影响齿

轮副的啮合手感和使用寿命。
图 １７ｄ）为采用插值补全误差曲面的重构齿面

啮合印痕。 可以看出，采用插值补全误差曲面与原

样品齿轮的接触路径基本相同，但由于向外插值导

致齿面四周修形量过大，四周方向存在未接触区域，
啮合区域缩小。 同时，齿宽中部齿根区域靠近过渡

曲线处产生了根部摩擦现象，严重影响了面齿轮副

的重合度和传动性能，出现了明显的振动噪声。

７　 结　 论

本文针对传统逆向工程方法在处理小模数偏置

面齿轮时的局限性，提出了一种基于修形曲面优化

的逆向设计方法。 该方法通过修形曲面设计优化逼

近测量误差曲面，实现了对复杂齿形和小尺寸偏置

面齿轮的高精度逆向设计。 主要结论如下：
１） 提出了小模数偏置面齿轮副沿瞬时接触线、

接触路径、齿向齿廓局部修形的综合拓扑修形方式。
２） 建立了修形曲面设计优化模型，通过迭代求

解使得修形曲面在工作齿面区域内与测量误差曲面

的相对误差控制在 ２ μｍ 以内。
３） 采用试验件啮合对比，验证了采用修形曲面

优化的重构齿面与原样品齿轮齿面高度吻合，而且

具有同等优异的性能。
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