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摘　 要：可重复使用飞行器垂直软着陆过程中存在模型偏差和初始参考轨迹敏感等问题，针对相关难

点，建立考虑飞行器姿态运动的六自由度翻转着陆阶段动力学模型，关注仿真实验中求解精度和计算

效率这 ２ 个优化问题求解的重要评价指标，重点对比分析了梯形离散、伪谱离散和一阶保持离散 ３ 种

处理原问题动力学方程的离散化方法。 选取综合表现更好的一阶保持离散方法，针对可重复使用飞

行器垂直着陆轨迹优化问题特性，设计了迭代凸优化算法并使用积分方法验证其优化结果的正确性，
为在线求解轨迹优化的效率和准确性需求提供了解决方案。
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　 　 太空探索活动一直将更低的成本和更高的效率

作为飞行器发展的基本要求。 但由于技术水平的局

限性，航天运输主要使用一次性运载飞行器 （ ｅｘ⁃
ｐｅｎｄａｂｌｅ ｌａｕｎｃｈ ｖｅｈｉｃｌｅ，ＥＬＶ）。 近年来，ＥＬＶ 研发

的高成本和残骸难处理受到了国际社会的广泛关

注［１］。 更低成本、更高效率的可重复使用运载器

（ ｒｅｕｓａｂｌｅ ｌａｕｎｃｈ ｖｅｈｉｃｌｅ， ＲＬＶ ） 应 运 而 生［２⁃３］。
ＳｐａｃｅＸ 公司猎鹰重型火箭重复使用的成功，掀起了

可重复使用飞行器技术研究的热潮。 例如 ＳｐａｃｅＸ
名为“星舰” （ Ｓｔａｒｓｈｉｐ）的运载火箭在搭载“超重”
（Ｓｕｐｅｒｈｅａｖｙ）一子级后，希望能够降低有效载荷的

升空成本，支撑太空旅游或星际移民等多种空间探

索任务，进而取得航天技术资源的巨大优势［４⁃５］。
垂直返回回收方式的优点在于飞行器运载能力

损失的影响较小，但制导控制存在关键技术难

题［６⁃７］。 着陆制导是类星舰飞行器子级实现垂直返

回和重复使用的核心关键技术之一，其主要挑战在

于复杂的过程约束和狭窄的终端约束，另外在较大

模型偏差下实现高精度软着陆也是任务的核心需求

之一。 这使得类星舰飞行器的着陆制导成为了一个

复杂多约束动态最优控制问题［８⁃９］，传统上升段或

再入段制导方法难以直接套用，亟需新的先进制导

方法。
传统工程中采用“离线规划，在线跟踪”的方法

解决制导问题［１０］，这样的求解方式虽然精确，但受

到多种复杂环境的影响，很难满足高动态和多约束

条件下制导的自适性和鲁棒性要求。 在线轨迹规划

技术则能依据飞行状态实时生成可行轨迹，使火箭

具备在线实时优化轨迹的能力［１１］，因此逐渐成为解

决垂直着陆最优制导问题的一种有效途径［１２⁃１３］。
相比在线轨迹优化方法中其他的间接或直接方

法，以凸优化为核心的直接法近年来蓬勃发展。 凸

优化方法具有收敛性好、易于程序化和对初值敏感

性低等优点［１４⁃１６］，并在 ＳｐａｃｅＸ 的猎鹰 ９ 号等许多试

验对象上实现了验证［１７］。 在凸优化方法中，对原问

题进行等价或近似凸化变换，可利用多项式时间收

敛的理论优势［１８］，目前主要有无损凸化［１９］ 和序列
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凸化［２０］２ 个凸化手段。 考虑到线性化方法的广泛

适用性和有效性，序列凸化算法广泛用于垂直着陆

轨迹优化问题的研究［２１⁃２５］。 但序列凸化也在线性

化过程中破坏了原问题的结构特性，使得求解高度

依赖初始参考轨迹［２６］。 保留问题约束的重要结构

非线性特征，进行具有针对性的线性化处理，是一种

可行的效率提升手段［２７］。
在类星舰飞行器垂直着陆的复杂问题研究中，

由于涉及大量在线迭代计算和数据的存储与调用，
在线轨迹优化仍面临可靠收敛难和实时算力弱的巨

大挑战。 Ｓｚｍｕｋ 团队正在开展的行星着陆制导算法

也尚未满足应用耗时需求［８］。 在凸优化方法中，离
散化能够将原问题转化为有限维数值优化问题，可
在箭载计算平台进行求解，其近似精度和收敛特性

对在线运算效率有重要影响。 对于垂直着陆问题，
不同离散化方法分别在计算效率、最优性和约束能

力等关键指标上各具优势［２８⁃３１］，需要通过仿真对不

同离散化方法的运算性能做出有效的对比和评估。
基于上述背景，本文建立了考虑飞行器姿态运

动的六自由度翻转着陆阶段数学模型，利用无损凸

化和序列凸化对原问题线性化，分析了 ３ 种离散化

方法的原理及对问题求解效率和精度的影响，选取

合适的离散化方法用于实时在线着陆轨迹优化

算法。

１　 六自由度姿态翻转着陆轨迹优化
问题建模

为准确描述飞行器在着陆过程中的状态，本文

建立了考虑姿态运动的六自由度翻转着陆模型，在
着陆坐标系 ＯＸＬＹＬＺＬ 和弹体坐标系 Ｏ′ＸＢＹＢＺＢ ２ 个

坐标系内进行问题表述，坐标系的定义详见图 １。

图 １　 着陆坐标系和弹体坐标系示意图

本文认为完整的着陆轨迹优化问题从飞行器完

成再入呈“平躺” 姿态为起始状态，最后垂直落在着

陆目标点为结束状态，采用四元数 ｑ ＝ ［ｑ０，ｑ１，ｑ２，
ｑ３］ Ｔ 描述飞行器的姿态以避免奇异现象，定义方向

余弦矩阵 ＷＢ→Ｌ 为飞行器状态从弹体坐标系到着陆

坐标系的转换矩阵。
ＷＢ→Ｌ ＝

１ － ２ｑ２
２ － ２ｑ２

３ ２ｑ１ｑ２ － ２ｑ０ｑ３ ２ｑ１ｑ３ ＋ ２ｑ０ｑ２

２ｑ１ｑ２ ＋ ２ｑ０ｑ３ １ － ２ｑ２
１ － ２ｑ２

３ ２ｑ２ｑ３ － ２ｑ０ｑ１

２ｑ１ｑ３ － ２ｑ０ｑ２ ２ｑ２ｑ３ ＋ ２ｑ０ｑ１ １ － ２ｑ２
１ － ２ｑ２
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（１）
　 　 飞行器在着陆过程中发动机开机，此外还受到

引力、气动力等各种力产生的力矩作用，对火箭进行

受力分析后给出六自由度着陆动力学方程为

　 ｘ̇（ ｔ） ＝

ｒ̇Ｌ ＝ ｖＢ·ＷＢ→Ｌ

ｖ̇Ｂ ＝
ＴＢ

ｍ
＋
ＡＢ

ｍ
＋ ｇ·ＷＴ

Ｂ→Ｌ － ωＢ × ｖＢ

ＪＢ·ω̇Ｂ ＝ ＭＴ ＋ ＭＡ － ωＢ × ＪＢ·ωＢ

ｑ̇ ＝ １
２
Ω（ωＢ）·ｑ

ｍ̇ ＝ － ‖ＴＢ‖ ／ （ Ｉｓｐ·ｇ０）
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（２）

式中：ｒＬ ＝ ［ＸＬ，ＹＬ，ＺＬ］ Ｔ 表示飞行器在着陆坐标系

下的位置分量；ｖＢ ＝ ［ｖｘ，Ｂ，ｖｙ，Ｂ，ｖｚ，Ｂ］ Ｔ 表示飞行器在

弹体坐标系下的速度分量；ＴＢ ＝ ［Ｔｘ，Ｂ，Ｔｙ，Ｂ，Ｔｚ，Ｂ］ Ｔ 表

示发 动 机 在 弹 体 坐 标 系 下 的 推 力 分 量；ＡＢ ＝
［ － Ａｘ，Ｂ，Ａｙ，Ｂ，０］ Ｔ 表示气动力在弹体坐标系下的分

量，在此模型中引入攻角描述气动阻力，暂不考虑横

向力影响，认为轴向力和法向力都是攻角的函数，给
出气动力计算公式如（３）式所示。
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式中： ｑ 表示动压；Ｓｒｅｆ 表示飞行器最大横截面积；
Ｃ０

Ｌ，Ｃα２
Ｌ 和 Ｃα

Ｎ 分别为零攻角轴向力系数、攻角平方轴

向力系数和攻角法向力系数。

ｇ ＝ － μ
（ＸＬ ＋ Ｒ０） ２，０，０
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ê
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ú

Ｔ

表示飞行器在着陆

坐标系下的地球引力加速度分量；μ 为地球引力常

数；Ｒ０ 为地球半径；ωＢ ＝ ［ω ｘ，Ｂ，ω ｙ，Ｂ，ω ｚ，Ｂ］ Ｔ 表示飞

行器在弹体坐标系下的角速度分量；ＪＢ ＝ ｄｉａｇ（ ｊｘ，Ｂ，
ｊｙ，Ｂ，ｊｚ，Ｂ） 表示飞行器在弹体坐标系下的转动惯量分

·０３０１·
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量；ＭＴ 和 ＭＡ 分别表示在弹体坐标下的推力力矩分

量和气动力力矩分量，其计算公式为：
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　 　 Ω（ωＢ） 的表达式为

Ω（ωＢ） ＝

０ － ωｘ，Ｂ － ωｙ，Ｂ － ωｚ，Ｂ

ωｘ，Ｂ ０ ωｚ，Ｂ － ωｙ，Ｂ

ωｙ，Ｂ － ωｚ，Ｂ ０ ωｘ，Ｂ

ωｚ，Ｂ ωｙ，Ｂ － ωｘ，Ｂ ０
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　 　 Ｉｓｐ 和 ｇ０ 分别表示飞行器发动机秒耗量和参考

重力加速度。
为提升计算效率，在建立高保真的六自由度着

陆模型时有以下假设：
１）此轨迹优化问题中飞行时域短，故假设忽略

地球自转和曲率影响；
２）飞行器为轴对称刚体，在飞行过程中不发生

任何损坏和形变；
３）飞行器的转动惯量为常量；
４）只考虑飞行器俯仰和偏航姿态的控制，假设

滚转由单独系统进行控制；
５）飞行器的压心和质心位置保持固定。

２　 问题特性分析

由建模部分可知，本文研究的六自由度姿态翻

转着陆轨迹优化问题中系统的状态量共 １４ 维：
ｘ（ ｔ） ＝ ［ＸＬ，ＹＬ，ＺＬ，ｖｘ，Ｂ，ｖｙ，Ｂ，ｖｚ，Ｂ，ω ｘ，Ｂ，ω ｙ，Ｂ，ω ｚ，Ｂ，ｑ０，
ｑ１，ｑ２，ｑ３，ｍ］ Ｔ ∈ Ｒ１４；系统的控制量共 ３ 维：ｕ（ ｔ） ＝
［Ｔｘ，Ｂ，Ｔｙ，Ｂ，Ｔｚ，Ｂ］ Ｔ ∈ Ｒ３。 着陆轨迹优化问题可以视

作寻找满足优化目标的最优控制量且遵从端点及过

程约束的最优控制问题，给出本文研究的着陆轨迹

优化问题 Ｐ１ 定义

ｍｉｎ　 Ｊ
ｓ．ｔ：　 ｘ̇（ ｔ） ＝ ｆ（ｘ（ ｔ），ｕ（ ｔ））
　 　 φ（ｘ（ ｔ０），ｔ０，ｘ（ ｔｆ），ｔｆ）
　 　 ｈ（ｘ，ｕ，ｔ） ≤ ０

（７）

式中： Ｊ 代表性能指标，Ｐ１ 中目标函数定为发动机

消耗的燃料质量，即期望飞行器可以携带尽量少的

燃料以提升其有效载荷占比；ｘ̇ ＝ ｆ（ｘ，ｕ） 为系统需

要满足的状态方程；φ 和 ｈ 分别为边界条件函数和

（不）等式约束。
解决最优控制问题的方法分为 ２ 类：基于变分

法、极小值原理的间接法和初估值敏感度低且易于

程序化的直接法。 着陆轨迹优化问题 Ｐ１ 具有连续

时间系统且终端时间自由，结合上文分析，认为飞行

器在着陆阶段具有以下特点：
１）飞行空域窄，着陆阶段飞行时间短；
２）在飞行过程中姿态有大幅度变化，俯仰角可

能有超过 ９０°的变化；
３）对终端状态要求严格，即对落地时刻飞行器

的速度和姿态误差容忍度低，要求算法精度高；
４）初始猜测轨迹难以给出；
５）目标函数为凸形式，且过程约束中除发动机

推力下限外均为凸约束。
综上分析，认为使用直接法将连续最优控制问

题离散化再通过优化算法对性能指标直接寻优适用

于本文研究的着陆轨迹优化问题 Ｐ１。 凸优化由于

具有求解效率高、收敛性强和求解精度高等优势是

近年来学者们关注的求解最优控制问题的热点方法

之一［３２⁃３３］。 因此本文结合着陆轨迹优化问题特性，
采用迭代凸优化的方法，利用无损凸化等手段处理

非凸项，对比不同离散方法在求解效率和求解精度

上的区别，对着陆轨迹优化问题 Ｐ１ 做出了解答。

３　 迭代凸优化算法

理论上只要能将优化问题描述为凸形式，就可

以在多项式时间内得到物理可行问题的全局最优

解，因为凸问题一定是可解且认为其局部最优解同

时也是全局最优解，因此基于迭代凸优化方法设计

着陆轨迹优化算法的核心就是将 Ｐ１ 描述为凸问

题。 给出凸集的定义：集合 Ｃ 中存在任意两点 ｘ１，
ｘ２ ∈Ｃ，当任意的实数 ０ ≤ ε ≤ １ 都满足（８） 式时，
称 Ｃ 为凸集。

εｘ１ ＋ （１ － ε）ｘ２ ∈ Ｃ （８）
　 　 下面对问题 Ｐ１ 进行分析并对非凸项进行凸化

处理。
飞行器携带燃料的质量在总质量中的占比有上

限值，时变的飞行器质量需大于携带燃料的飞行器

净质量 ｍｅ，给出质量的凸约束形式

·１３０１·
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ｍｅ ≤ ｍ（ ｔ） （９）
　 　 为保证飞行器整体的稳定性，其姿态角速度变

化不能太过剧烈，给出角速率的凸约束形式

ωｍｉｎ ≤ ωＢ（ ｔ） ≤ ωｍａｘ （１０）
　 　 喷管可调整的角度存在限制，通过推力分量与

推力幅值间的比值给出发动机摆角的凸约束形式

ｃｏｓδｍａｘ ≤
Ｔｘ，Ｂ

‖ＴＢ‖
（１１）

　 　 定义飞行器的倾斜角 θ ｔｉｌｔ 为 ２ 个坐标系 Ｘ 轴间

夹角，用以描述飞行器姿态偏离程度。 给出关于倾

斜角的凸约束形式

ｃｏｓθｔｉｌｔ（ ｔ） ＝ １ － ２ｑ２
２ － ２ｑ２

３ ≥ ｃｏｓθｔｉｌｔ，ｍａｘ （１２）
　 　 考虑工程实际情况，发动机推力的上下限均有

约束，如（１３）式所示。

Ｔｍｉｎ ≤ ‖Ｔ‖ ＝ Ｔ２
ｘ ＋ Ｔ２

ｙ ＋ Ｔ２
ｚ ≤ Ｔｍａｘ （１３）

　 　 结合凸集的定义可知，（１２） ～ （１３）式的推力幅

值上限约束是类似的凸约束表达形式，但推力下限

为非凸且目前尚无较好的方法进行无损凸化，由凸

优化理论可知着陆轨迹优化问题 Ｐ１ 中的系统动力

学和推力下限约束为非凸项，故需进行线性化处理，
使得可以使用凸优化算法进行求解。

首先对自由终端时间变量 ｔｆ 进行归一化处理，

得到时间变量 τ ＝ ｔ
ｔｆ
，τ ∈ ［０，１］，得到归一化后的

动力学方程表达形式

ｘ̇（τ） ＝ ｄｘ̇（τ）
ｄτ

＝ ｔｆ·ｆ（ｘ（τ），ｕ（τ）） （１４）

　 　 再对（１４）式使用泰勒展开，因此需要参考轨迹

作为展开点，定义 ｘ^（τ） 和 ｕ^（τ） 分别为参考轨迹中

的状态量和控制量，给出线性化后的动力学方程

ｘ̇（τ） ＝ Ａ（τ）ｘ（τ） ＋ Ｂ（τ）ｕ（τ） ＋ Ｓ（τ） ｔｆ ＋ ｚ（τ）
（１５）

式中： Ａ（τ） 和 Ｂ（τ） 分别为 ｆ（ｘ（τ），ｕ（τ）） 关于状

态变量和控制变量的偏微分矩阵；Ｓ（τ） 为参考轨

迹；ｚ（τ） 为常数项，计算公式为：

Ａ（τ） ＝ ｔ^ ｆ·
∂ｆ（ｘ，ｕ） ｘ^（τ），ｕ^（τ）

∂ｘ

Ｂ（τ） ＝ ｔ^ ｆ·
∂ｆ（ｘ，ｕ） ｘ^（τ），ｕ^（τ）

∂ｕ
Ｓ（τ） ＝ ｆ（ ｘ^（τ），ｕ^（τ））
ｚ（τ） ＝ － Ａ（τ） ｘ^（τ） － Ｂ（τ） ｕ^（τ）

（１６）

　 　 给出化简后的泰勒展开推力下限约束

Ｔｍｉｎ ≤
Ｔ^Ｂ（τ）

‖Ｔ^Ｂ（τ）‖
ＴＢ（τ） （１７）

　 　 完成线性化处理后还需要进行离散化处理才能

够使用凸优化算法进行代数求解，离散化方法会在

下一节进行介绍。 完成离散化处理后可以将问题

Ｐ１ 转化并输入至凸求解器中进行计算。 拟采用迭

代凸优化的方法不断迭代求解生成的凸子问题以逼

近原始问题的全局最优解。
程序求解时需要猜测初始轨迹，为解决不准确

的初始猜测而导致的求解不可行问题，在目标函数

中引入状态量的位置和速度的结束点值作为虚拟负

担量 υｉ
ｆ ＝ ［υ ｉ

ＸＬ，ｆ，υ
ｉ
ＹＬ，ｆ，υ

ｉ
ＺＬ，ｆ，υ

ｉ
ｖｘ，Ｂ，ｆ，υ

ｉ
ｖｙ，Ｂ，ｆ，υ

ｉ
ｖｚ，Ｂ，ｆ］

Ｔ，在

目标函数中的系数为 􀭹ευ，具体的施加形式在（１９） 式

给出。
为防止在迭代求解过程中获得的解逐渐偏离最

优解，在每次解的周围施加一定的信赖域以保证迭

代解的有界且可行。 信赖域的表达式为：
δｘｉ

ｋ ＝ ｘｉ
ｋ － ｘｉ －１

ｋ ， ｋ ＝ ０，１，…，Ｎ － １

δｕｉ
ｋ ＝ ｕｉ

ｋ － ｕｉ －１
ｋ ， ｋ ＝ ０，１，…，Ｎ － １

δ（ｘｉ
ｋ） Ｔ·δｘｉ

ｋ ＋ δ（ｕｉ
ｋ） Ｔδｕｉ

ｋ ≤ Δ ｉ
ｋ，

　 　 　 　 　 ｋ ＝ ０，１，…，Ｎ － １
‖Δ ｉ

ｋ ‖ ≤ Λｉ，ｋ ＝ ０，１，…Ｎ － １

（１８）

　 　 本文采取松弛信赖域的设置方法，即在目标函

数中将信赖域作为惩罚项，使之在迭代初期足够宽

松以保证迭代求解的可行性，随着迭代的进行逐渐

缩小以保证解逼近满足约束的最优解。 松弛信赖域
系数为 􀭹εΛ，具体的施加形式在（１９） 式中给出。

可给出着陆问题 Ｐ１ 的凸子问题 Ｐ２ 表达形式

ｍｉｎＪ ＝ 􀭹εｍｍ（τｆ） ＋ 􀭹ευ·（υｉ
ｆ） Ｔ·υｉ

ｆ ＋ 􀭹εΛ·Λｉ

ｓ．ｔ：
　 　 虚拟负担：

ｒＬ（τｆ） ＝
ＸＬ

ＹＬ

ＺＬ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＋

υｉ
ＸＬ，ｆ

υｉ
ＹＬ，ｆ

υｉ
ＺＬ，ｆ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

ｖＢ（τｆ） ＝
ｖｘ，Ｂ
ｖｙ，Ｂ
ｖｚ，Ｂ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＋

υｉ
ｖｘ，Ｂ，ｆ

υｉ
ｖｙ，Ｂ，ｆ

υｉ
ｖｚ，Ｂ，ｆ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

　 　 过程约束：
ｍｅ ≤ ｍ（τ）　 ωｍｉｎ ≤ ωＢ（τ） ≤ ωｍａｘ

ｃｏｓδｍａｘ ≤
Ｔｘ，Ｂ

‖ＴＢ‖
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第 ５ 期 陈海鹏，等：离散化方法在可重复使用飞行器六自由度着陆在线轨迹优化问题中的应用

ｃｏｓθ ｔｉｌｔ（ ｔ） ＝ １ － ２ｑ２
２ － ２ｑ２

３ ≥ ｃｏｓθ ｔｉｌｔ，ｍａｘ

‖Ｔ‖ ＝ Ｔ２
ｘ ＋ Ｔ２

ｙ ＋ Ｔ２
ｚ ≤ Ｔｍａｘ

Ｔｍｉｎ ≤
Ｔ^Ｂ（τ）

‖Ｔ^Ｂ（τ）‖
ＴＢ（τ）

信赖域：
δ（ｘｉ

ｋ） Ｔ·δｘｉ
ｋ ＋ δ（ｕｉ

ｋ） Ｔ·δｕｉ
ｋ ≤ Δ ｉ

ｋ， ‖Δ ｉ
ｋ ‖ ≤ Λｉ

（１９）
　 　 迭代凸优化算法流程如下所示：

１） 初始化程序，赋值猜测轨迹、离散点数目、收
敛判据等参数；

２） 根据选择不同离散方法对应的动力学方程

并结合 ｘ^ｉ －１，ｕ^ｉ －１，ｔｉ －１ｆ ，计算出凸子问题 Ｐ２ 中的参数

ｘｉ
ｋ，ｕｉ

ｋ，ｔｉｆ 和偏微分矩阵；
３） 求解凸子问题并得到新的轨迹 ｘｉ，ｕｉ，ｔｉｆ；
４） 判断是否达到收敛判据或最大迭代次数，若

达到则停止输出最优解，未达到进入步骤 ５）；
５） 更新参考轨迹，令［ ｘ^ｉ，ｕ^ｉ，ｔｉｆ］ ＝ ［ｘｉ，ｕｉ，ｔｉｆ］，

进入步骤 ２）。

４　 离散化方法对比分析

线性化处理后，需要离散化将问题 Ｐ１ 中的动

力学微分方程及各种约束转化为代数约束，进而采

用凸优化算法进行数值求解。 离散化后可以将连续

时间问题离散到 Ｎ个离散点 ｔ０ ＝ ｔ１ ＜ ｔ２ ＜ … ＜ ｔＮ ＝
ｔｆ 上，不同的离散方法会产生不同的离散点上状态

量和控制量之间的线性等式关系，进而影响求解问

题效率，接下来将对不同离散方法进行详细介绍。
４．１　 梯形离散化方法

梯形离散方法是数值积分中表达形式较为简单

的离散化方法［２８］，对于系统动力学，梯形离散化的

代数约束形式为

ｘｉ ＋１ － ｘｉ ＝
Δｔ
２
［ ｘ̇ｉ ＋１ － ｘ̇ｉ］， ｉ ＝ １，２，…，Ｎ － １ （２０）

　 　 求得第 ｉ 个和第 ｉ ＋ １ 个离散点上的 Ａ（τ），
Ｂ（τ），Ｓ（τ） 和 ｚ（τ），代入（１５） 式即获得 ｘ̇ｉ 和 ｘ̇ｉ ＋１

的表达式，Δｔ ＝ ｔｉ ＋１ － ｔｉ 表示相邻离散点的时间

间隔。
由（２０） 式可看出梯形离散方法表达式简单，计

算过程中仅需求各个离散点上的偏微分矩阵。
４．２　 伪谱离散方法

近年来，离散方法中的伪谱法备受关注，伪谱法

采用全局插值多项式的基函数在各离散点上近似从

而表示状态量和控制量，对多项式求微分近似表示

状态量对时间的微分。 配点一般选择为正交多项式

的根，节点用于近似状态变量的离散点［２９⁃３０］。
伪谱法的种类比较多，不同方法之间采用不同

的配点、节点位置，即数值近似方法不同。 在此选用

较为经典的 Ｒａｄａｕ 伪谱法对系统动力学进行离散化

处理。 首先将原本时域 ［０，ｔｆ］ 转化到 τ ∈ （ － １，
１］，在此区间上取 Ｋ 阶多项式 ＰＫ（τ） ＋ ＰＫ－１（τ） 的

根，其中

ＰＫ（τ） ＝ １
２ＫＫ！

ｄＫ

ｄτＫ［（τ
２ － １） Ｋ］，Ｋ ＝ ０，１，２…

（２１）
　 　 采用配点共 Ｎ － １ 个，节点共 Ｎ 个，节点比配点

多的点为初始时间点。 采用Ｎ个拉格朗日插值多项

式 Ｌｉ（τ）（ ｉ ＝ ０，１，…，Ｎ － １） 为基函数来近似状态量

ｘ（τ） ＝ ∑
Ｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｌｉ（τ）ｘ（τｉ） （２２）

　 　 控制量的近似采用 Ｎ － １ 阶拉格朗日多项式为

基函数 Ｌｋ（τ）（ｋ ＝ １，２，…，Ｎ － １），即

ｕ（τ） ＝ ∑
Ｎ－１

ｋ ＝ １
Ｌｋ（τ）ｕ（τｋ） （２３）

式中，基函数的表达形式为

Ｌｉ（τ） ＝ ∏
Ｋ

ｊ ＝ ０，ｊ≠ｉ

τ － τ ｊ

τｉ － τ ｊ
（２４）

　 　 由（２２）和（２３）式可得到离散动力学代数约束

２
ｔｆ
∑
Ｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｄｋｉｘ（τｉ） ＝ Ａｋｘ（τｋ） ＋ Ｂｋｕ（τｋ） ＋

　 ｚ ＋ Ｓ（τｋ）·ｔｆ， ｋ ＝ ０，１，…，Ｋ （２５）
式中， Ｄｋｉ ＝ Ｌ′ｉ（τ ｋ） 为插值基函数在配点 τ ｋ 的微分。

伪谱法采用全局插值多项式，不仅需要计算偏

微分矩阵，还需计算基函数在正交多项式选取不同

根的微分表达形式，但其收敛性强且精度较高。
４．３　 一阶保持离散化方法

一阶保持离散方法因其求解效率高且误差小成

为近年来的一个研究热点。 其思路是首先将控制量

参数化为分段线性函数［３１］，具体形式为

ｕ（τ） ＝ λ －
ｉ （τ）ｕｉ ＋ λ ＋

ｉ （τ）ｕｉ ＋１， τ ∈ ［τｉ，τｉ ＋１）
（２６）

　 　 可以看出每个离散点上的控制变量仅与和其相

邻的 ２ 个点控制量有关，其中： λ －
ｉ ＝

（τ ｉ ＋１ － τ）
（τ ｉ ＋１ － τ ｉ）

，

·３３０１·
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λ ＋
ｉ ＝

（τ － τ ｉ）
（τ ｉ ＋１ － τ ｉ）

。

引入状态转移矩阵 ΦＡ（τ ｉ ＋１，τ ｉ） 表示状态量从

τ ｉ 时刻到 τ ｉ ＋１ 的变化，状态转移矩阵具有以下性质

ｄ
ｄｔ
Φ（τ，τｉ） ＝ Ａ（τ）Φ（τ，τｉ）， Φ（τｉ，τｉ） ＝ Ｉ

Φ（τ，τｉ） ＝ Φ（τ，τ ｊ）Φ（τ ｊ，τｉ）， ∀τ，τｉ，τ ｊ ∈ Ｒ

Φ－１（τ，τｉ） ＝ Φ（τｉ，τ）， ∀τ，τｉ ∈ Ｒ （２７）
　 　 可以给出离散动力学代数约束

ｘｉ ＋１ ＝ 􀭺Ａｉｘｉ ＋ 􀭺Ｂ －
ｉ ｕｉ ＋ 􀭺Ｂ ＋

ｉ ｕｉ ＋１ ＋ 􀭵Ｓｉ ｔｆ ＋ 􀭰ｚｉ，
ｉ ＝ ０，１，…Ｎ － ２ （２８）

式中
􀭺Ａｉ ＝ ΦＡ（τｉ ＋１，τｉ）

􀭺Ｂ －
ｉ ＝ ∫τｉ＋１

τｉ
ΦＡ（τｉ ＋１，ξ）Ｂ（ξ）λ －

ｉ （ξ）ｄξ

􀭺Ｂ ＋
ｉ ＝ ∫τｉ＋１

τｉ
ΦＡ（τｉ ＋１，ξ）Ｂ（ξ）λ ＋

ｉ （ξ）ｄξ

􀭵Ｓｉ ＝ ∫τｉ＋１
τｉ

ΦＡ（τｉ ＋１，ξ）Ｓ（ξ）ｄξ

􀭰ｚｉ ＝ ∫τｉ＋１
τｉ

ΦＡ（τｉ ＋１，ξ） ｚ（ξ）ｄξ

５　 数值仿真实验

通过前文对着陆问题的分析与迭代凸优化算法

的介绍，采用 Ｍａｔｌａｂ 语言编程并调用基于稀疏性线

性代数内点法的 ＥＣＯＳ 求解器进行求解，求解收敛

精度设置为 ５×１０－５，算法运行环境为 Ｉｎｔｅｌ（Ｒ） Ｃｏｒｅ
（ＴＭ） ｉ７⁃１０７５０Ｈ ＣＰＵ＠ ２．６ ＧＨｚ，１６ ＧＢ 内存的笔记

本电脑。 除离散方法导致的动力学表达形式不同，
其余算法内参数均保持一致以进行对比分析，初始

化算法需要的参数通过表 １～２ 给出。
整个问题为自由时间的轨迹优化问题，飞行器

在初始位置向目标着陆点飞行，在满足过程约束的

前提下将姿态翻转为竖直，期望整个飞行过程消耗

燃料最少并且安全着陆到目标点。 根据算法流程，
设置算法终止的收敛判据为 ２ 次迭代间终端位置误

差为 ５ ｍ，终端速度误差为 ２．１ ｍ ／ ｓ。 分别使用 ３ 种

离散方法，２ 次迭代间位置和速度差值由图 ２ ～ ３
给出。

表 １　 着陆阶段飞行器参数

参数 取值

飞行器高度 Ｌｒ ／ ｍ ４０．９
压心高度 ＬＰ ／ ｍ Ｌｒ ／ ２
质心高度 ＬＯ ／ ｍ Ｌｒ ／ ３

发动机秒耗量 Ｉｓｐ ／ ｓ ２８２
零攻角轴向力系数 Ｃ０

Ｌ １．０

攻角平方轴向力系数 Ｃα２
Ｌ ０．１

攻角法向力系数 Ｃα
Ｎ ０．５

最大喷管角度 δｍａｘ ／ （°） ９０
最大倾斜角度 θｔｉｌｔ，ｍａｘ ／ （°） ３０

转动惯量［Ｊｘ，Ｊｙ，Ｊｚ］ ／ １０４（ｋｇ·ｍ２） ［６．３，６９８，６９８］
飞行器参考面积 Ｓｒｅｆ ／ ｍ２ １０．５２

最大转动角速度 ω ／ （（°）·ｓ－１） ３

最大发动机推力值 Ｔｍａｘ ／ ｋＮ ７５６
最小发动机推力值 Ｔｍｉｎ ／ ｋＮ ３０２

飞行器起始质量 ｍ０ ／ ｔ ４．６８
飞行器净质量 ／ ｔ ３．６

表 ２　 着陆阶段仿真工况参数

参数 取值

起始点位置 ［ＸＬ，０，ＹＬ，０，ＺＬ，０］ ／ ｋｍ ［５， － ２， － ０．５］
结束点位置［ＸＬ，ｆ，ＹＬ，ｆ，ＺＬ，ｆ］ ／ ｋｍ ［ＬＯ ０ ０］

起始点速度［ｖｘ，Ｂ，０，ｖｙ，Ｂ，０，ｖｚ，Ｂ，０］ ／ （ｍ·ｓ －１） ［ － ８０， － １５０，１０］
结束点速度［ｖｘ，Ｂ，ｆ，ｖｙ，Ｂ，ｆ，ｖｚ，Ｂ，ｆ］ ／ （ｍ·ｓ －１） ［ － １，０，０］

起始点四元数［ｑ０，０，ｑ１，０，ｑ２，０，ｑ３，０］ ［ － ０．７０７，０，０，０．７０７］
结束点四元数［ｑ０，ｆ，ｑ１，ｆ，ｑ２，ｆ，ｑ３，ｆ］ ［１，０，０，０］

飞行器质量因子 􀭹εｍ １
虚拟负担因子 􀭹ευ ２ ０００
信赖域因子 􀭹εΛ ０．００２

图 ２　 迭代间位置误差
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图 ３　 迭代间速度误差

　 　 梯形离散方法得到优化结果需要进行 ７ 次迭

代，平均每次迭代计算耗时为 ０．６２ ｓ；伪谱离散方法

得到优化结果需要进行 ８ 次迭代，平均每次迭代计

算耗时为 １．５６ ｓ；一阶保持离散方法得到优化结果

需要进行 ８ 次迭代，平均每次迭代计算耗时为

０．９０ ｓ；详细的优化结果通过表 ３ 给出。
采用不同离散方法对问题进行处理可以得到不

同的的凸子问题表达形式，离散化处理后可以将约

束条件表述为离散点上关于状态量、控制量间的等

式和不等式关系，写成如 Ａ·Ｘ ≤Ｋｂ 的形式，其中，
≤Ｋ 表示广义不等式符号；Ａ 表示所有约束条件的系

表 ３　 优化结果

参数 梯形离散 伪谱离散
一阶保持

离散
ｔｆｌｙ ／ ｓ ３９．７５ ３８．５６ ３８．５０
ＸＬ，ｆ ／ ｍ １３．６３ １３．６４ １３．６４
ＹＬ，ｆ ／ ｍ ０ －０．０２ －０．０２
ＺＬ，ｆ ／ ｍ ０ －０．０１ －０．０１

ｖｘ，Ｂ，ｆ ／ （ｍ·ｓ－１） －１ －１．０１ －１．０１
ｖｙ，Ｂ，ｆ ／ （ｍ·ｓ－１） ０ ０．０１ ０．０１
ｖｚ，Ｂ，ｆ ／ （ｍ·ｓ－１） ０ ０．０１ ０．０１

ωｘ，Ｂ，ｆ ／ （（°）·ｓ－１） ０ ０ ０

参数 梯形离散 伪谱离散
一阶保持

离散
ωｙ，Ｂ，ｆ ／ （（°）·ｓ－１） －１．８７ －０．８１ －１．８４
ωｚ，Ｂ，ｆ ／ （（°）·ｓ－１） ０．２６ ０．６６ １．７７

ｑ０，ｆ ０．９９ ０．９９ ０．９９
ｑ１，ｆ －０．０２ －０．０９ －０．０９
ｑ２，ｆ ０ ０ ０
ｑ３，ｆ ０ ０ ０

ｍｆ ／ ｋｇ ３９ ５３７．９７ ３９ ３６３．１２ ３９ ４９１．２６
θｔｉｌｔ，ｆ ／ （°） ０ ０ ０

数矩阵； Ｘ 表示所有的优化变量；ｂ 为常数项。 Ａ 矩

阵中存在大量的零元素用来保证矩阵完整，其稀疏

结构对凸优化算法调用的 ＥＣＯＳ 求解器求解效率有

较大影响［３４］。 对于本文研究的着陆轨迹优化问题

的问题求解规模，为使得 ３ 种离散化方法的计算效

率和求解精度均处于合理范围，进行参数对比调试

后设置其离散点数目均为 ４０ 进行对比分析，给出各

自动力学约束矩阵的稀疏结构如图 ４ 所示，横纵坐

标分别为约束矩阵的行和列，其中蓝色部分即为非

零元素所处于矩阵中的位置。
梯形离散、伪谱离散和一阶保持离散的矩阵稀

疏结构中非零元素占比分别为 ２．２％，６．２％和 １．８％。
改变离散点数目会影响优化问题的求解规模，并不

改变约束矩阵的离散化表达形式，即约束矩阵的稀

疏程度并不随着离散点数量的改变而产生剧变［３４］。

图 ４　 矩阵稀疏结构对比
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　 　 从表 ４ 的优化结果中可以看出，３ 种离散化方

法求解得到的最优轨迹都趋于相同，这说明凸优化

算法中使用不同的离散化方法并不影响最优轨迹的

一致性。 但 ３ 种离散方法的问题求解耗时不同，这
是因为其离散化后动力学方程使用 Ａ 矩阵的表达

形式不同。 对于相同维度的 Ａ 矩阵，矩阵越稠密即

内部的非零元素越多，ＥＣＯＳ 求解器所需做的矩阵

分解和 ＫＫＴ 求解等计算量就越大，计算时间也随之

增长。 在计算参数生成过程中，梯形离散只需要计

算离散点上的偏微分矩阵，一阶保持离散方法还需

要计算状态转移矩阵和控制矩阵系数等参数，且伪

谱离散方法还需计算全局多项式的微分，其计算参

数生成的时间最长。 故综合计算参数生成和求解器

计算时间，梯形离散方法耗时最少，一阶保持离散方

法求解效率次之，伪谱法计算耗时最长且与其他方

法相差较大。
在得到优化结果后，可积分原始动力学以验证

其正确性，故采取四阶龙格库塔方法对着陆轨迹优

化问题进行原始动力学积分［２５］。 考虑到不同离散

化方法的特性不同，其求解效率和求解精度表现与

离散点数量存在一定关系，故增加不同离散点数目

下的数值仿真实验，进一步对比 ３ 种离散化方法的

表现。 问题求解耗时表现如表 ４ 所示，问题求解精

度表现如表 ５ 所示。 部分状态量展示于图 ５ ～ ８，双
Ｙ 轴图中的左侧 Ｙ 轴为伪谱离散和一阶保持离散方

法的坐标纵轴，右侧 Ｙ 轴为梯形离散的坐标纵轴。

表 ４　 求解耗时结果

离散点数量

梯形离散

收敛迭代

次数

平均每次

迭代耗时 ／ ｓ

伪谱离散

收敛迭代

次数

平均每次

迭代耗时 ／ ｓ

一阶保持离散

收敛迭代

次数

平均每次

迭代耗时 ／ ｓ

４０ ７ ０．６２ ８ １．５６ ８ ０．９０

８０ ７ ２．１６ １２ １２．２８ １０ ２．９４

１００ ８ ４．２８ １４ ２７．２３ １１ ５．２６

表 ５　 优化结果与积分结果间误差

离散点数量 状态量误差 梯形离散 伪谱离散 一阶保持离散

４０

终端位置 ｒＬ，ｆ ／ ｍ ３１７．８０２ ９ １．４９２ ５ ２．６４１ ２
终端速度 ｖＢ，ｆ ／ （ｍ·ｓ－１） １３．９９０ ０ ０．１４７ ０ ０．２３７ ３

终端角速度 ωＢ，ｆ ／ （（°）·ｓ－１） ５．５２２ ２ ０．００８ ２ ０．０６１ ２
终端姿态四元数 Ｑｆ ０．３２４ ７ ３．９２１ ７×１０－４ ４．３７３ ８×１０－４

终端质量 ｍｆ ／ ｋｇ １７６．２６ ０．５７ ０．２３
终端倾斜角 θｔｉｌｔ，ｆ ／ （°） ３０．７４ ０．０４ ０．０５

８０

终端位置 ｒＬ，ｆ ／ ｍ １４７．２７０ １ ０．１０１ ０ ０．３２９ ５
终端速度 ｖＢ，ｆ ／ （ｍ·ｓ－１） ３．１６６ ０ ０．１００ １ ０．０２４ ５

终端角速度 ωＢ，ｆ ／ （（°）·ｓ－１） ２．２７０ １ ０．１０７ ７ ０．０２４ ４
终端姿态四元数 Ｑｆ ０．１１１ ４ １．８４９ ３×１０－４ １．２１６ ６×１０－４

终端质量 ｍｆ ／ ｋｇ ７８．０８ ２．２７ ０．１３
终端倾斜角 θｔｉｌｔ，ｆ（°） １３．１０ ０．０２ ０．０１

１００

终端位置 ｒＬ，ｆ ／ ｍ １１３．６９６ ０ ０．１８４ １ ２．２０７ ６
终端速度 ｖＢ，ｆ ／ （ｍ·ｓ－１） ２．８８７ １ ０．３６０ ７ ０．１９３ ４

终端角速度 ωＢ，ｆ ／ （（°）·ｓ－１） １．７００ ０ ０．０２２ ４ ０．０１４ １
终端姿态四元数 Ｑｆ ０．０８３ １ １．９０５ ３×１０－４ ２．９８３ ３×１０－４

终端质量 ｍｆ ／ ｋｇ ６９．５９ ０．５９ ０．０７
终端倾斜角 θｔｉｌｔ，ｆ ／ （°） ９．５５ ０．０２ ０．０３
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　 　 　 　 图 ５　 位置误差图　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 图 ６　 速度误差图 图 ７　 质量误差图

图 ８　 姿态四元数误差图

由结果对比，注意到在 １００ 离散点仿真工况下，
梯形离散在求解精度表现上仍与其他 ２ 种离散方法

差距较大，故增加 １ 组 ２００ 离散点数目下梯形离散

方法的仿真实验，梯形离散方法在此仿真工况下得

到优化结果需要进行 １３ 次迭代，平均每次迭代计算

耗时为 ２９．２８ ｓ；求解精度表现结果记录在表 ６。
表 ６　 ２００ 离散点梯形离散仿真结果

状态量 值

终端位置 ｒＬ，ｆ ／ ｍ ５５．７００ ２

终端速度 ｖｘ，Ｂ，ｆ ／ （ｍ·ｓ－１） ２．３０３ ９

终端角速度 ωＢ，ｆ ／ （（°）·ｓ－１） ０．７６０ １

终端姿态四元数 ｑ０，ｆ ０．０３３ ０

终端质量 ｍｆ ／ ｋｇ ３６．０７

终端倾斜角 θｔｉｌｔ，ｆ ／ （°） ３．８６

给出使用一阶保持离散方法在 ８０ 个离散点工

况下的具体仿真结果图，如图 ９～１２ 所示，以展示飞

行过程中飞行器的状态和控制变量。

　 　 注意到图 １０ 中出现的推力下限震颤现象，认为

使用一阶保持离散方法得到的优化结果中存在这一

现象的原因有 ２ 个：①动力学方程中存在状态变量

和控制变量的耦合［３５］；②一阶保持离散方法认为控

制变量是分段线性的。 同时用（１７）式近似表示推

力下限也会引起结果中的控制变量在推力下限约束

附近震荡。 可以在问题求解过程中对推力变化率增

加约束以减缓其震荡，或将控制变量更改为推力变

化率以解耦状态量与控制量。
由仿真结果可知：增加离散点数目对提升 ３ 种

离散方法的问题求解精度均有效，各种状态量的优

化与积分间误差随着离散点规模的增大都有减小趋

势。 相同的离散点规模仿真工况下可以看出：
伪谱离散法由于其全局拟合的特性而求解精度

最高，例如在 ４０ 个离散点规模的仿真实验中，其终

端位置的误差为 １ ｍ 左右。 这是因为伪谱离散方法

得到的离散动力学与每个离散点的状态量都相关，
基于全局插值多项式拟合特性得到的离散矩阵较为

稠密，即对原始非线性动力学的近似程度最好，故在

较少的离散点规模仿真实验中，耗费较长的计算时

间可以取得较高的求解精度。
一阶保持离散方法得到的离散动力学方程仅与

相邻离散点上的状态量和控制量相关，对原始动力

学的拟合程度较好，在 ８０ 个离散点规模的仿真实验

中，终端位置的误差在 ０．３ ｍ 左右，耗费最短的时间

可以与伪谱法的求解精度表现接近。
梯形离散方法的离散化动力学形式简单，与问

题原始非线性动力学的近似效果差，在 ２００ 个离散

点的仿真实验中，终端位置误差仍然在 ５５ ｍ 左右，
耗费了最长的计算时间仍然与其他 ２ 种离散方法在

求解精度上差距较大。
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图 ９　 轨迹示意图　 　 　 　 　 　 　 图 １０　 发动机推力图　 　 　 　 　 　 　 图 １１　 速度图

图 １２　 姿态四元数图

６　 结　 论

本文通过对类星舰飞行器垂直着陆过程进行分

析，建立了考虑姿态运动的六自由度着陆轨迹优化

问题动力学模型。 通过数值仿真实验，在问题求解

效率和求解精度 ２ 个维度上，对比了 ３ 种不同离散

方法在迭代凸优化算法中的表现。 梯形离散方法的

求解耗时最少，但求解精度与其他 ２ 种方法差距较

大；伪谱离散法由于其全局拟合特性，问题求解精度

最高但计算耗时较长；一阶保持离散法求解效率较

高，同时其求解精度能够做到与伪谱法接近。
综上所述，在线轨迹优化算法的运行环境为箭

载计算机，其实时规划的特性对问题的求解效率和

精度有较高要求，一阶保持离散方法对问题的原始

非线性动力学拟合效果好，使用一阶保持离散方法

的迭代凸优化算法能够在较少的计算耗时内给出准

确的规划结果，是在线求解轨迹优化问题的优秀解

决方案，为后续的制导算法研究提供了有效支撑。
本文的研究中存在一些不足，如忽略了地球自

转产生的影响；认为着陆过程中飞行器的质心和压

心不变；忽略了动力学模型误差和着陆过程中各种

干扰带来的影响等。 在设计迭代凸优化算法中采用

简单模型以解决轨迹优化问题，升级模型的复杂程

度和设计滚动时域制导算法仍然需要做进一步

研究。
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