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摘　 要：失效概率函数的求解在基于可靠性的优化设计中具有重要意义。 然而，如何高效且准确地求

解失效概率函数依旧面临巨大的挑战。 相对于传统的双层蒙特卡洛模拟（ＤＭＣＳ）方法，单层概率重分

析（ＰＲＡ）方法虽然能够解除求解失效概率函数的计算量对输入变量分布参数的依赖性，但对于小失

效概率问题，计算代价依然难以被工程实际所接受。 因此，为了进一步提高失效概率函数的求解效

率，从抽样方法入手，将子集模拟重要抽样（ＳＳ⁃ＩＳ）与 ＰＲＡ 方法相结合，提出了一种基于 ＳＳ⁃ＩＳ 的 ＰＲＡ
（ＳＳ⁃ＩＳ⁃ＰＲＡ）方法。 该方法能够将最终的小失效概率函数求解转化为一系列较大条件失效概率函数

的乘积，并借助于 ＰＲＡ 的优越性采用一组输入－输出样本同时估计所有的条件失效概率函数。 另外，
考虑到不同分布参数下的设计点不同，还提出了一种新的基于混合重要抽样的重要抽样密度函数构

造策略。 通过 ２ 个算例验证了 ＳＳ⁃ＩＳ⁃ＰＲＡ 方法的有效性和高效性。
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　 　 在实际的工程结构中，存在着诸多不确定性因

素，例如，材料属性的分散性、加工误差，以及外部工

作环境的变化等，都会显著影响结构的可靠性。 为

了量化这些不确定因素对结构失效的影响，就需要

对结构进行可靠性分析。 失效概率定义为在随机输

入变量 Ｘ的作用下，结构的功能函数 Ｙ ＝ ｇ（Ｘ） 小于

零的概率。
在随机不确定性框架下，结构系统随机输入变

量的分布参数通常考虑为确定值，此时失效概率也

是一个确定的值。 然而，在基于可靠性的优化设计

中，或者由于信息数据不足无法准确确定随机变量

分布参数时，这些分布参数常常会被定义在一个区

间内或者服从某种主观概率分布。 此时失效概率将

会成为一个关于分布参数的函数，被称为失效概率

函数。
目前关于随机不确定性框架下的可靠性分析方

法已经发展得较为成熟，大致可以分为 ３ 类：①近似

解析法，如 ＦＯＲＭ［１］、ＳＯＲＭ［２］。 近似解析方法在面

对高度非线性问题以及多失效域问题时，难以得到

正确的结构可靠度。 ②数值模拟方法，其中基础的

方法为蒙特卡洛方法（ＭＣＳ），ＭＣＳ 方法以大数定律

为基础，有着绝对的收敛性和广泛的适用性。 但是

对于小失效概率问题，ＭＣＳ 方法的效率极其低下，
因此常常作为各种新方法的对照方法。 为了提高数

值模拟方法的计算效率，学者们又提出了许多改进

的数值模拟方法，比如，重要抽样法、子集模拟法、线
抽样、方向抽样［３⁃１０］。 ③基于代理模型的方法，常见

的代理模型方法有：响应面法、混沌多项式展开、
Ｋｒｉｇｉｎｇ 模型［１１⁃１５］、支持向量机［１６］ 以及人工神经网

络［１７］等。
以上的各种方法，都能应用到求解参数不确定

情况下失效概率函数的双层法之中［１８⁃２０］。 为了能

够进一步提高失效概率函数的求解效率，学者们提

出了多种求解失效概率函数的单层方法：Ａｕ［２１］ 基

于贝叶斯理论将失效概率函数转化为扩展失效概率

和分布参数的条件联合概率密度函数（ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ
ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ＰＤＦ）的形式，该方法的难点主要在
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于求解分布参数的条件联合 ＰＤＦ。 针对此难点，
Ｃｈｉｎｇ 等［２２］利用极大熵原理估计分布参数的后验分

布，而 Ｙｕａｎ 等［２３］ 则将后验分布转换为一个积分。
不同于基于贝叶斯理论的单层法，Ｎｉｋｏｌａｉｄｉｓ 等［２４］

基于重要抽样原理，提出了失效概率函数求解的概

率重分析方法（ＰＲＡ）。 该方法能够利用一组重要

抽样样本对不同参数下的失效概率进行估计。 其

实，基于重要抽样原理的失效概率函数计算方法已

经被研究人员广泛关注和研究［２５⁃２８］，这些方法本质

上都利用了相似的原理，但有着不同的重要抽样

ＰＤＦ 的构造和选择方式。 然而，传统 ＰＲＡ 方法在构

造抽样 ＰＤＦ 时，采用的是最小化平均失效概率方差

的思想［２４］。 这种方法直观有效，但其计算效率与其

他方差缩减技术下的抽样方法相比会相对较低。
因此，为了进一步提高 ＰＲＡ 方法对参数不确定

下的失效概率函数的求解效率，本文从抽样方法入

手，将 ＳＳ⁃ＩＳ 与 ＰＲＡ 方法相结合，提出一种新的基于

ＳＳ⁃ＩＳ 的 ＰＲＡ（ＳＳ⁃ＩＳ⁃ＰＲＡ）方法。 该方法通过将失

效概率函数转化为一系列条件失效概率函数的乘积

的形式，进而利用一组重要抽样样本在自适应分层

策略下求解各层相应的条件失效概率函数，最终得

到结构的失效概率函数。 同时，为了在每一层中得

到适应不同分布参数的重要抽样样本，本文将混合

重要抽样的思想融入现有的 ＳＳ⁃ＩＳ 方法中，提出了

一种新的重要抽样函数构造策略，以保证能够抽取

到各个分布参数下对应的重要样本。

１　 概率重分析方法

１．１　 概率重分析方法基本原理

假设结构的功能函数为：
Ｙ ＝ ｇ（Ｘ） ＝ ｇ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ） （１）

式中， Ｘ ＝ ｛Ｘ１，Ｘ２，…，ＸｎＸ｝ 为 ｎＸ 维输入随机变量。
极限状态方程 ｇ（ｘ） ＝ ０将输入变量空间分为失效域

Ｆ ＝ ｛ｘ：ｇ（ｘ） ≤０｝ 和安全域 Ｓ ＝ ｛ｘ：ｇ（ｘ） ＞ ０｝ 两部

分。 当输入变量的分布参数 θ ＝ ［θ１，θ２，…，θｎＸ］
Ｔ

为一个变量时，其中θ ｉ ＝ ［θ １
ｉ ，θ ２

ｉ ，…，θ ｎθ ｉｉ ］ 是由第 ｉ维
输入变量的 ｎθ ｉ 个分布参数组成的向量，总的分布参

数个数记为 ｎθ ＝ ∑
ｎＸ

ｉ ＝ １
ｎθ ｉ，结构的失效概率会成为一

个随 θ 变化而变化的函数，称为失效概率函数，定义

如（２）式所示。

Ｐ ｆ（θ） ＝ ∫
Ｆ
ｆＸ（ｘ θ）ｄｘ （２）

式中， ｆＸ（ｘ θ） 是 Ｘ 的条件联合 ＰＤＦ。
（２） 式可以改写为失效域指示函数 ＩＦ（ｘ） 的数

学期望形式

Ｐ ｆ（θ） ＝ ∫
Ｆ
ｆＸ（ｘ θ）ｄｘ ＝ ∫

ＲｎＸ
ＩＦ（ｘ） ｆＸ（ｘ θ）ｄｘ ＝

　 Ｅ ｆＸ（ ＩＦ（ｘ）） （３）
式中： ＩＦ（ｘ） 为失效域指示函数，当 ｘ∈Ｆ时 ＩＦ（ｘ） ＝
１，否则 ＩＦ（ｘ） ＝ ０；Ｅ ｆＸ［·］ 为关于 ｆＸ（ｘ θ） 的期望

算子。
类似于重要抽样的思想，ＰＲＡ 方法利用一个重

要抽样 ＰＤＦ 代替原本的随机变量 ＰＤＦ，进而采用一

组重要样本去估计不同参数下的失效概率

Ｐ ｆ（θ） ＝ ∫
ＲｎＸ

ＩＦ（ｘ）
ｆＸ（ｘ θ）
ｈＸ（ｘ θＩ）

ｈＸ（ｘ θＩ）ｄｘ ＝

　 Ｅｈ ＩＦ（ｘ）
ｆＸ（ｘ θ）
ｈＸ（ｘ θＩ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （４）

式中： θ Ｉ 为重要抽样 ＰＤＦ 的分布参数；Ｅｈ［·］ 为关

于重要抽样 ＰＤＦ 的期望算子。
失效概率函数的估计值可以由（５）式得到。

Ｐ^ ｆ（θ） ＝ １
ＮＩ
∑
ＮＩ

ｉ ＝ １
ＩＦ（ｘｉ）

ｆＸ（ｘｉ θ）
ｈＸ（ｘｉ θＩ）

（５）

式中， ｘｉ 是由重要抽样 ＰＤＦ ｈＸ（ｘ θ Ｉ） 得到的一组

样本，ｉ ＝ １，２，…，ＮＩ。
（５） 式能够允许通过一组重要抽样样本对不同

θ 下的失效概率进行估计。
１．２　 传统抽样 ＰＤＦ 的选择

在 ＰＲＡ 的过程中，重要抽样 ＰＤＦ 的选择至关

重要，合适的 ＰＤＦ 能够加快失效概率的收敛，反之

则可能导致更低的计算效率。
在传统的 ＰＲＡ 方法中，通过最小化（６）式中平

均失效概率的方差来构造抽样 ＰＤＦ。

􀭵Ｐ ｆ ＝ ∫
Ｒｎθ
Ｐ ｆ（θ） ｆΘ（θ）ｄθ ＝

　 ∫
Ｒｎθ
∫
ＲｎＸ

ＩＦ（ｘ） ｆＸ（ｘ θ） ｆΘ（θ）ｄｘｄθ （６）

式中， ｆΘ（θ） 为分布参数 θ 的 ＰＤＦ。
使得平均失效概率方差最小化的 ＰＤＦ 如（７）式

所示。

ｈＸ，Θ（ｘ，θ） ＝
ＩＦ（ｘ） ｆＸ（ｘ θ） ｆΘ（θ）

􀭵Ｐ ｆ

（７）

式中， ｈＸ，Θ（ｘ，θ） 是 Ｘ和 θ 的最优联合 ＰＤＦ，平均失

效概率的估计值可以由（８）式得到。

·０７８·
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􀭵Ｐ ｆ ≈
１
Ｎａ
∑
Ｎａ

ｉ ＝ １
ＩＦ（ｘｉ） （８）

式中， ｛ｘｉ，θ ｉ｝ 是由 Ｘ 和 θ 的联合 ＰＤＦｆＸ，Θ（ｘ，θ） ＝
ｆＸ（ｘ θ） ｆΘ（θ） 产生的Ｘ和 θ的样本，ｉ ＝ １，２，…，Ｎａ；
θ ｉ 是服从 ｆΘ（θ） 的样本，而 ｘｉ，则可以看作是服从 Ｘ

边缘 ＰＤＦ􀭰ｆＸ（ｘ） ＝ ∫
Ｒｎθ
ｆＸ（ｘ θ） ｆΘ（θ）ｄθ 的样本。 该积

分可由（９）式估计。

􀭰ｆＸ（ｘ） ＝ ∫
Ｒｎθ
ｆＸ（ｘ θ） ｆΘ（θ）ｄθ ＝

　 ＥΘ［ ｆＸ（ｘ θ）］ ≈ １
Ｎａ
∑
Ｎａ

ｉ ＝ １
ｆＸ（ｘ θｉ） （９）

式中， ＥΘ［·］ 是关于分布参数 ＰＤＦｆΘ（θ） 的期望算

子，θ ｉ 是由 ｆΘ（θ） 产生的样本 ｉ ＝ １，２，…，Ｎａ。
随机变量 Ｘ 的最优抽样 ＰＤＦ 如（１０） 式所示。

ｈＸ（ｘ θ Ｉ） ＝ ｈＸ（ｘ） ＝ ＩＦ（ｘ）
∫
ＲＮθ
ｆＸ（ｘ θ） ｆΘ（θ）ｄθ

􀭵Ｐ ｆ

（１０）
　 　 由 最 优 抽 样 ＰＤＦ 的 定 义 可 知， 以 上 由

ＰＤＦｆＸ，Θ（ｘ，θ） 产生的Ｎａ 个Ｘ的样本中，落入失效域

的样本即为由 ｈＸ（ｘ θ Ｉ） 产生的样本。
将（９） ～ （１０） 式代入（４） 式，可得失效概率函

数为

Ｐ ｆ（θ） ＝ Ｅｈ

ｆＸ（ｘ θ）􀭵Ｐ ｆ

∫
Ｒｎθ
ｆＸ（ｘ θ） ｆΘ（θ）ｄθ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
＝ Ｅｈ

􀭵Ｐ ｆ ｆＸ（ｘ θ）
􀭰ｆＸ（ｘ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（１１）
　 　 因此，针对具体的 θ∗ 对应的失效概率可以由

（１２） 式估计。

Ｐ^ ｆ（θ∗） ＝ １
Ｎｆ
∑
Ｎｆ

ｊ ＝ １

􀭵Ｐ ｆ ｆＸ（ｘ ｊ θ∗）
􀭰ｆＸ（ｘ ｊ）

（１２）

式中： ｘ ｊ 为由 ｈ（ｘ θ Ｉ） 产生的样本，ｊ ＝ １，２，…，Ｎｆ；
􀭵Ｐ ｆ 和 􀭰ｆＸ（ｘ ｊ） 分别由（８） ～ （９） 式估计。

由（１２） 式可知，由于抽取的样本并不依赖于分

布参数的特定值，因此 ＰＲＡ 能够仅通过一组样本对

不同分布参数 θ 下的失效概率进行重复估计。

２　 ＳＳ⁃ＩＳ⁃ＰＲＡ 方法

２．１　 ＳＳ⁃ＩＳ
子集模拟方法的基本思想是：通过引入一系列

中间失效事件 Ｆｋ ＝ ｛ｘ ∶ ｇ（ｘ） ≤ ｂｋ｝（ｋ ＝ １，２，…，

ｍ），其中 ｂ１ ＞ ｂ２ ＞ … ＞ ｂｍ ＝ ０为一系列临界值，将
结构的失效概率转化为一系列条件失效概率的乘积

的形式 Ｐ｛Ｆ｝ ＝ Ｐ｛Ｆ１｝ ·∏
ｍ

ｋ ＝ ２
Ｐ｛Ｆｋ Ｆｋ－１｝， 以减少

ＭＣＳ 方法在小失效概率问题中指数增长的计算量。
子集模拟中失效概率的表达式可以表示为

Ｐ ｆ ＝ ∏
ｍ

ｋ ＝ １
Ｐｋ （１３）

式中，当 ｋ ＝ １ 时，Ｐｋ ＝ Ｐ｛Ｆ１｝， 当 ｋ ＝ ２，３，…，ｍ
时，Ｐｋ ＝Ｐ｛Ｆｋ Ｆｋ－１｝。

ＳＳ⁃ＩＳ 的思想是：利用已知的条件样本来选取下

一层的抽样中心以高效获取条件样本点，并逐级构

造重要抽样 ＰＤＦ，最终得到失效概率。 其中，第 ｋ
（ｋ ≠ １） 层重要抽样中心的选择策略是：将第 ｋ － １
层得到的条件样本点中联合 ＰＤＦ 最大的点作为第 ｋ
层的重要抽样中心，并进行重要样本的获取。
２．２　 ＳＳ⁃ＩＳ⁃ＰＲＡ 方法的基本原理

在参数不确定的情况下，假设 θ ∈ ［θ，􀭵θ］，其中

θ 表示分布参数 θ 的下界，􀭵θ 表示分布参数 θ 的上

界，子集模拟方法可以将最终的失效概率函数表达

为一系列中间失效事件的条件失效概率函数乘积的

形式。

Ｐ ｆ（θ） ＝ ∏
ｍ

ｋ ＝ １
Ｐｋ

ｆ（θ） （１４）

式中： Ｐ ｆ（θ） 为最终的失效概率函数；Ｐｋ
ｆ（θ） 表示第

ｋ 层的条件失效概率函数。
在分布参数具有不确定性的情况下，当给定中

间失效事件的临界值时，中间失效事件的条件失效

概率函数 Ｐｋ
ｆ（θ） 会随着不同分布参数取值而变化，

为了能够采用同一组样本同时估计所有的条件失效

概率函数，本文将 ＰＲＡ 的思想引入到 ＳＳ⁃ＩＳ 中。
根据 ＰＲＡ 的思想，第一层的失效概率函数可以

表达为（１５）式，并可以通过（１６）式进行估计。

Ｐ１
ｆ（θ） ＝ ∫

ＲｎＸ

ＩＦ１
（ｘ θ） ｆＸ（ｘ θ）

􀭰ｆＸ（ｘ）
􀭰ｆＸ（ｘ）ｄｘ （１５）

Ｐ^１
ｆ（θ） ＝ １

Ｎ１
∑
Ｎ１

ｉ ＝ １

ＩＦ１
（ｘ（１）

ｉ ） ｆＸ（ｘ（１）
ｉ θ）

􀭰ｆＸ（ｘ（１）
ｉ ）

（１６）

式中， ｘ（１）
ｉ 是利用随机变量 Ｘ 的边缘 ＰＤＦ 得到的样

本，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ１；􀭰ｆＸ（ｘ（１）
ｉ ） 由（９） 式进行估计；θ ｊ 是

在产生Ｘ的样本时由 ｆΘ（θ） 产生且同 ｘｉ 一一对应的

分布参数样本，ｊ ＝ １，２，…，Ｎ１。
第 ｋ 层的条件失效概率函数的表达式为

·１７８·
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Ｐｋ
ｆ（θ） ＝ ∫

ＲｎＸ

ＩＦｋ
（ｘ）·ｑＸ（ｘ Ｆｋ－１，θ）

ｈｋ
Ｘ（ｘ）

ｈｋ
Ｘ（ｘ）ｄｘ ＝

　 Ｅｈｋ
Ｘ

ＩＦｋ
（ｘ）·ｑＸ（ｘ Ｆｋ－１，θ）

ｈｋ
Ｘ（ｘ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（１７）

式中， Ｅｈｋ
Ｘ
［·］ 为关于第 ｋ 层的重要抽样 ＰＤＦｈｋ

Ｘ（ｘ）

的期望算子。
采用（１８） 式估计 Ｐ^ｋ

ｆ（θ）

Ｐ^ｋ
ｆ（θ） ＝ １

Ｎｋ
∑
Ｎｋ

ｉ ＝ １

ＩＦｋ
（ｘ（ｋ）

ｉ ）ｑＸ（ｘ（ｋ）
ｉ Ｆｋ－１，θ）

ｈｋ
Ｘ（ｘ（ｋ）

ｉ ）
（１８）

式中， ｘ（ｋ）
ｉ （ ｉ ＝ １，２，…，Ｎｋ，ｋ ＝ ２，３，…，ｍ） 是通过第

ｋ 层的重要抽样 ＰＤＦｈｋ
Ｘ（ｘ） 得到的样本。

最终失效概率函数的估计值可以表示为

Ｐ^ ｆ（θ） ＝ ∏
ｍ

ｋ ＝ １
Ｐ^ｋ

ｆ（θ） （ｋ ＝ １，２，…，ｍ） （１９）

２．３　 重要抽样 ＰＤＦ 的构造

对于中间层重要抽样 ＰＤＦ 的构造方式有很多

种，理论上无论构造何种重要抽样 ＰＤＦ，在样本量足

够的条件下都能得到收敛的失效概率。 本文基于混

合重要抽样的思想，提出一种新的参数不确定性下

构造中间层 （ｋ ≥ ２） 重要抽样 ＰＤＦ 的方法，第一层

的样本由随机变量 Ｘ 的边缘 ＰＤＦ􀭰ｆＸ（ｘ） 直接产生。
中间层（ｋ≥２） 重要抽样 ＰＤＦ构造及重要抽样

样本产生的具体过程如下：
１） 将 θ 在其变化区间内进行离散 ［θ１，θ２，

…，θＮｔ
］ Ｔ。

２） 计算出每一个 θ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，Ｎｔ） 条件下，上
一层条件样本 ｘ（ｋ－１） ＝ ［ｘ（ｋ－１）

１ ，ｘ（ｋ－１）
２ ，…，ｘ（ｋ－１）

ＮＦｋ－１
］ Ｔ 的

联合 ＰＤＦ值，并取每个参数对应的 ＰＤＦ最大的样本

点 ｘ（ｋ－１）
ｍａｘ ＝ ［ｘ（ｋ－１）

ｍａｘ１ ，ｘ（ｋ－１）
ｍａｘ２ ，…，ｘ（ｋ－１）

ｍａｘＮｔ
］ Ｔ，其中 ｘ（ｋ－１）

ｍａｘｉ ＝

ａｒｇｍａｘ
ｔ ＝ １，２，…，ＮＦｋ－１

ｆＸ（ｘ（ｋ－１）
ｔ θ ｉ），ｉ ＝ １，２，…，Ｎｔ。

３） 在得到一组联合 ＰＤＦ 最大值对应的样本点

ｘ（ｋ－１）
ｍａｘ ＝ ［ｘ（ｋ－１）

ｍａｘ１ ，ｘ（ｋ－１）
ｍａｘ２ ，…，ｘ（ｋ－１）

ｍａｘＮｔ
］ Ｔ 后，由这一组点进

行抽样。 在实际运算过程中会发现，矩阵 ｘ（ｋ－１）
ｍａｘ ＝

［ｘ（ｋ－１）
ｍａｘ１ ，ｘ（ｋ－１）

ｍａｘ２ ，…，ｘ（ｋ－１）
ｍａｘＮｔ

］ Ｔ 内会出现大量的重复点，
因此可以通过赋予（２０） 式中混合 ＰＤＦ 中右边各项

不同的权重来表示大量重复的样本点：假设 ｘ（ｋ－１）
ｍａｘ

中有 Ｎｄ 个不重复的样本点，ｘ（ｋ－１）
ｓ （ ｓ ＝ １，２，…，Ｎｄ）

中每一个样本都有 Ｎｓ 个重复的点， 易知∑
Ｎｄ

ｓ ＝ １
Ｎｓ ＝

Ｎｔ。 则以 ｘ（ｋ－１）
ｓ 作为抽样中心的 ＰＤＦｈｋｓ

Ｘ（ｘ） 在混合

ＰＤＦ 中的权重即为 α ｓ ＝
Ｎｓ

Ｎｔ
（ ｓ ＝ １，２，…，Ｎｄ），这样

ｈｋ
Ｘ（ｘ） 可以表示为

ｈｋ
Ｘ（ｘ） ＝ ∑

Ｎｄ

ｓ ＝ １
αｓｈｋｓ

Ｘ（ｘ） （２０）

式中， ｈｋｓ
Ｘ（ｘ） 为以 ｘ（ｋ－１）

ｓ 作为抽样中心的 ＰＤＦ。 现

假设第 ｋ 层需要 Ｎｋ 个样本点，便可以利用每一个抽

样中心对应的重要抽样 ＰＤＦｈｋｓ
Ｘ（ｘ）， 抽取 「α ｓ ×

Ｎｋ⌉个样本点，「·⌉为向上取整符号，最后将其组合

起来，就是 ｈｋ
Ｘ（ｘ） 所对应的样本点。

由以上过程可以看出，借助于混合抽样的思想，
新的重要抽样 ＰＤＦ 能够考虑条件样本对不同参数

处失效概率的贡献大小，因而能够更加合理地产生

分布参数条件下中间层的重要抽样样本。
２．４　 ＳＳ⁃ＩＳ⁃ＰＲＡ 方法的具体实施步骤

基于 ２．２ 和 ２．３ 节的原理，ＳＳ⁃ＩＳ⁃ＰＲＡ 方法的实

施步骤可总结如下：
１） 将 θ 在其变化区间内进行离散得到 θ ｔ ＝

［θ１，θ２，…，θＮｔ
］ Ｔ

２） 确定自适应分层的中间失效概率 Ｐ０。
３） 根据随机变量分布参数的 ＰＤＦｆΘ（θ） 抽取 θ

的 Ｎ１ 个样本 θ（１） ＝ ［θ（１）
１ ，θ（１）

２ ，…，θ（１）
Ｎ１

］ Ｔ，再根据每

一组分布参数对应的 Ｘ 的条件联合 ＰＤＦｆＸ（ｘ θ（１）
ｉ ）

分别抽取一个随机变量样本 ｘ（１）
ｉ ， 即符合 Ｘ 边缘

ＰＤＦ􀭰ｆＸ（ｘ） 的样本，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ１。
４） 计 算 Ｎ１ 个 样 本 对 应 的 功 能 函 数 值

［ｇ（ｘ（１）
１ ），ｇ（ｘ（１）

２ ），…，ｇ（ｘ（１）
Ｎ１

）］ Ｔ，将这 Ｎ１ 个功能函

数值按照从大到小的顺序排列，ｇ（ｘ（１）
［１］） ＞ ｇ（ｘ（１）

［２］）
＞ … ＞ ｇ（ｘ（１）

［Ｎ１］），取第（１ － Ｐ０）Ｎ１ 个功能函数值作

为中间失效事件Ｆ１ ＝ ｛ｘ ∶ ｇ（ｘ） ≤ ｂ１｝ 的临界值 ｂ１ ＝
ｇ（ｘ（１）

［（１－Ｐ０）Ｎ１］），第一层的失效概率函数可以由（１６）
式估计。

５） 根据 ２．３ 节的方法，从落入失效域 Ｆｋ－１（ｋ ＝
２，３，…，ｍ） 中的 Ｐ０Ｎｋ－１ 个样本点中，挑选出第 ｋ 层

的抽样中心，根据（２０） 式得到第 ｋ 层的重要抽样

ＰＤＦｈｋ
Ｘ（ｘ），进而由 ｈｋ

Ｘ（ｘ） 抽取第 ｋ 层的重要抽样样

本点［ｘ（ｋ）
１ ，ｘ（ｋ）

２ ，…，ｘ（ｋ）
Ｎｋ

］ Ｔ。
６） 将这 Ｎｋ 个样本点代入到功能函数中，得到

其功能函数值［ｇ（ｘ（ｋ）
１ ），ｇ（ｘ（ｋ）

２ ），…，ｇ（ｘ（ｋ）
Ｎｋ

）］ Ｔ，筛

选出落入中间失效域 Ｆｋ－１ ＝ ｛ｘ ∶ ｇ（ｘ） ≤ ｂｋ－１｝ 内的

点［ｘ（ｋ）
１ ，ｘ（ｋ）

２ ，…，ｘ（ｋ）
ＮＦｋ－１

］ Ｔ，并将其功能函数值按从大

·２７８·
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到小进行排序 ｇ（ｘ（ｋ）
［１］） ＞ ｇ（ｘ（ｋ）

［２］）＞ …＞ ｇ（ｘ（ｋ）
［ＮＦｋ－１

］），

取第（１ － Ｐ０）ＮＦｋ－１
个功能函数值作为中间失效事件

Ｆｋ ＝ ｛ｘ ∶ ｇ（ｘ） ≤ ｂｋ｝ 的临界值 ｂｋ ＝ ｇ（ｘ（ｋ）
［（１－Ｐ０）ＮＦｋ－１

］），

那么在 Ｆｋ－１ 发生的条件下 Ｆｋ 发生的条件失效概率

函数可由（１８） 式估计。
７） 重复步骤 ５） ～ ６），当中间失效事件的临界

值 ｂｍ ≤ ０ 时则令 ｂｍ ＝ ０，那么第 ｍ 层的条件失效概

率函数可以表示为（２１）式，并结束自适应分层。

Ｐ^ｍ
ｆ （θ） ＝ １

Ｎｍ
∑
Ｎｍ

ｉ ＝ １

ＩＦ（ｘ（ｍ）
ｉ ）ｑＸ（ｘ（ｍ）

ｉ Ｆｍ－１，θ）
ｈｍ
Ｘ（ｘ（ｍ）

ｉ ）
（２１）

　 　 ８） 最终的失效概率函数估计式可以表示为

（１９）式。

３　 算例

本节将分别使用一个数值算例和一个工程算例

来验证本文所提方法的可行性，并且通过与双层蒙

特卡洛 ＤＭＣＳ 方法、传统 ＰＲＡ 方法以及基于增广空

间积分的 ＡＳＩ⁃ＳＳ 方法［２１］ 进行对比，最终证明本文

所提方法在求解失效概率函数时，既具有足够的精

度，又提高了求解效率。 ＡＳＩ⁃ＳＳ 方法的变异系数由

文献［２１］中的公式计算得出，ＰＲＡ 以及 ＳＳ⁃ＩＳ⁃ＰＲＡ
的变异系数由 ２０ 次独立的重复计算得到。
３．１　 算例 １

该算例中包含 ２ 个随机输入变量 ｛Ｘ１，Ｘ２｝，Ｘ１，
Ｘ２ 为相互独立的正态变量，Ｘ１ ～ Ｎ（μ １，１），Ｘ２ ～
Ｎ（μ ２，１），有

ｇ（Ｘ１，Ｘ２） ＝ ｅ（Ｘ１ ／ Ｘ２２）
（Ｘ２

１ ＋ ３Ｘ２ － Ｘ１Ｘ２
２）

１０（Ｘ１ ＋ Ｘ２）
＋ ６．５

（２２）
　 　 考虑 μ １，μ ２ 均为设计变量，且 μ １ ∈［８．５，１０．５］，
μ ２ ∈ ［８．５，１０．５］。 图 １ ～ ２ 展示了不同方法得到的

失效概率函数。
表 １ 展示了不同方法下对失效概率函数极值的

求解结果，其中 Ｐ－^ ｆ 表示失效概率函数的极大值的估

计值，Ｐ－ ｆ 表示失效概率函数的极小值的估计值，括
号中的数表示 ２０ 次独立计算得到的极值的变异系

数，Ｎ 为样本池的大小，􀭵ε 表示以 ＤＭＣＳ 方法为对照

解时，所有分布参数离散点对应的失效概率估计值

的平均相对误差。

图 １　 由 ＤＭＣＳ 方法得到的算例 １ 中的失效概率函数图

表 １　 算例 １ 中不同方法得到的失效概率函数

极值及其平均相对误差

方法 Ｐ－^ ｆ Ｐ－ ｆ 􀭵ε ／ ％ Ｎ

ＤＭＣＳ
０．０８１ ７

（０．００１ １）
３．０５×１０－５

（０．０５７ ３）
０ ４４１×１０７

ＰＲＡ
０．０８２ ５

（０．０４７ ２）
３．１１×１０－５

（０．０６０ ２）
４．７７ ４×１０４

ＡＳＩ⁃ＳＳ
０．０８３ ９
（０．２１）

３．２８×１０－５

（０．１８８）
４．５６ ３ ０００×３

ＳＳ⁃ＩＳ⁃ＰＲＡ
０．０８０ ３

（０．０４１ ６）
３．０１×１０－５

（０．０５５）
４．１５ ３ ０００×２

从表 １ 中可以看出，在保证不同方法下得到的

失效概率的极值均收敛的条件下，ＡＳＩ⁃ＳＳ、ＰＲＡ 和

ＳＳ⁃ＩＳ⁃ＰＲＡ 方法因为其单层法的优势，样本池都远

远小于 ＤＭＣＳ 方法。 对比 ＰＲＡ 和 ２ 种基于子集模

拟的单层法可以看出，子集模拟方法与求解失效概

率函数的单层法相结合时能够在保证足够精度的条

件下有效地减少样本量。 再对比 ２ 种基于子集模拟

的方法，在效率上，ＳＳ⁃ＩＳ⁃ＰＲＡ 所需要的样本量更

少。 在精度上，虽然 ＡＳＩ⁃ＳＳ 在极大值的求解上精度

略高于本文方法，但 ＳＳ⁃ＩＳ⁃ＰＲＡ 在极小值以及整体

的精度上都要优于 ＡＳＩ⁃ＳＳ。 并且，由于 ＡＳＩ⁃ＳＳ 采用

了 ＭＣＭＣ 采样，因此其变异系数会明显大于基于重

要抽样的 ＳＳ⁃ＩＳ⁃ＰＲＡ 方法。 如图 ２ 可知，在保证极

值收敛时，不同方法得到的失效概率图在趋势上都

与 ＤＭＣＳ 方法相同。
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图 ２　 由不同方法得到的算例 １ 中的失效概率函数图

３．２　 算例 ２
在航空应用中，天线罩结构的主要目的是保护

天线或雷达免受恶劣环境的影响，如外部负载、雷
击、冰雹和振动，同时保持机身空气动力学形状的平

滑性。 这种结构不仅需要满足严格的电性能要求和

空气动力学设计标准，还必须确保在复杂且恶劣的

外部环境下，天线罩内部系统能够正常运行，不发生

损毁或故障。 因此，对飞机天线罩结构强度设计的

可靠性研究显得尤为重要。 某飞机上使用复合材料

层合板天线罩结构的有限元模型如图 ３ 所示［２９］，该
模型一共考虑了 １７ 个随机输入变量，其分布均为相

互独立的正态分布，具体分布参数如表 ２ 所示。

图 ３　 天线罩的有限元模型

考虑天线罩的最大应力不能超过许用应力值，
最终系统失效可以定义为

σｍａｘ ≥ σＬ， σＬ ＝ １８４ ＭＰａ
　 　 为了能够使用 ＤＭＣＳ 得到参考解，本算例使用

５００ 组正态样本输入到有限元模型中，得到其输出

的最大应力。 将这些数据输入 ＢＰ 神经网络进行训

练，得到输入输出对应的神经网络模型，神经网络收

敛的误差值定为 ５×１０－４，收敛后测试集的拟合优度

为 ０．９９８ ７３。 最后将神经网络作为系统功能函数进

行后续的方法验证。
针对该算例，考虑 ２ 个铺层角［α－ ＋，α－ －］的均

值［μ１，μ２］为设计变量，其变化范围：μ１∈［４０，５０］，
μ２∈［－５０，－４０］，不同方法求得的失效概率极值如

表 ３ 所示，得到的失效概率函数的三维图如图 ４ ～ ５

所示。
表 ２　 算例 ２ 中随机输入变量的分布参数

输入变量 均值 标准差
Ｅ１１ ／ Ｐａ ４．９×１０１０ ４．９×１０９

Ｅ２２ ／ Ｐａ １．３×１０１０ １．３×１０９

Ｇ１２ ／ Ｐａ ４．４×１０９ ４．４×１０８

Ｇ１３ ／ Ｐａ ３．６×１０９ ３．６×１０８

Ｇ２３ ／ Ｐａ ２．７×１０９ ２．７×１０８

α＿０ ０ ４．５
α＿９０ ９０ ４．５
α－＋ μ１ ４．５
α－－ μ２ ４．５
Ｔ ／ ｍ ０．０００ １５ ０．０００ ０１５

ρ ／ （ｋｇ·ｍ２） １ ４００ １４０
Ｘｔ ／ Ｐａ １．５×１０９ １．５×１０８

Ｘｃ ／ Ｐａ ６．８×１０８ ６．８×１０７

Ｙｔ ／ Ｐａ ４．１×１０８ ４．１×１０７

Ｙｃ ／ Ｐａ ２．０×１０８ ２．０×１０７

Ｓ ／ Ｐａ ９．５×１０７ ９．５×１０６

Ｓｂ ／ Ｐａ １．０×１０８ １．０×１０７

图 ４　 由 ＤＭＣＳ 方法得到的算例 ２ 中的失效概率函数图

表 ３ 所示为不同方法得到算例 ２ 的失效概率函

数极值及其平均相对误差，括号中的数表示 ２０ 次独

立计算下得到的变异系数。 从中可以看出：ＳＳ⁃ＩＳ⁃
ＰＲＡ 方法所用到样本量最少。 对比 ＰＲＡ 方法，ＳＳ⁃
ＩＳ⁃ＰＲＡ 方法能够显著地降低计算成本，并且在极值

求解上有着更高的精度和更小的变异性，在平均误

·４７８·
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差上要略逊于 ＰＲＡ 方法。 对比 ＡＳＩ⁃ＳＳ 方法，虽然

ＳＳ⁃ＩＳ⁃ＰＲＡ 方法在极小值预测精度上略逊于 ＡＳＩ⁃ＳＳ
方法，但依旧有着更小的计算量，并且在极大值的精

度和平均误差上都要优于 ＡＳＩ⁃ＳＳ 方法，同时具有更

小的变异系数。
从图 ５ 中可以看出，对于隐式功能函数 ３ 种单

层法依旧能得到相同趋势的失效概率函数。 另外，
从失效概率函数的变化图可以看出，飞机天线罩失

效概率较大的情况发生在 μ１ 的最大值处，且相较于

μ１，μ２ 对失效概率的影响非常小。 因此，在设计中

可以考虑加大 α－＋的角度以降低天线罩在以静强度

为失效模式下的失效概率。 而针对 α－－则可以减少

对其可靠性方面的考量，更多地从其他设计角度进

行分析。
表 ３　 算例 ２ 中不同方法得到的失效概率函数

极值及其平均相对误差

方法 Ｐ－^ ｆ Ｐ－ ｆ 􀭵ε Ｎ

ＤＭＣＳ
０．００１ ０２
（０．０３１ ３）

１．９３×１０－４

（０．０３９ ５）
０ １２１×１０６

ＰＲＡ
０．００１ １１
（０．０７３ ８）

１．９７７×１０－４

（０．０９５ ５）
２．８９％ １０６

ＡＳＩ⁃ＳＳ
０．０００ ９３
（０．０８１２）

２．００４×１０－４

（０．０８３ ４）
４．５３％ ８．４×１０４

ＳＳ⁃ＩＳ⁃ＰＲＡ
０．００１ ０
（０．０７２９）

１．９１３×１０－４

（０．０７４ ９）
３．６１％ ６×１０４

图 ５　 由不同方法得到的算例 ３ 中的失效概率函数图

４　 结　 论

１） 为了进一步提高失效概率函数的求解效率，
本文提出了一种 ＳＳ⁃ＩＳ⁃ＰＲＡ 方法，该方法借助于

ＰＲＡ 和 ＳＳ⁃ＩＳ 的优越性，能够在保证精度的同时，大
幅提高失效概率函数的求解效率。

２） 所提方法在数值算例以及飞机天线罩结构

中的应用表明：无论在显示功能函数还是隐式功能

函数的情况下，所提方法在求解失效概率函数方面

均表现出较高的准确性和高效性。
３） 相较于传统的 ＰＲＡ 方法，所提 ＳＳ⁃ＩＳ⁃ＰＲＡ

方法具有相当或者更高计算精度的同时能够大幅减

少失效概率函数求解的计算量。
相比于已有文献的 ＡＳＩ⁃ＳＳ 方法，所提 ＳＳ⁃ＩＳ⁃

ＰＲＡ 方法由于在子集模拟过程中采用了重要抽样

技术以及一种新的基于混合重要抽样的重要抽样函

数构造策略，而非 ＭＣＭＣ 方法，能够有效避免样本

间的相关性，因而在具有更好效率和精度的同时，能
够显著提升算法的收敛性。

参考文献：

［１］　 ＨＡＳＯＦＥＲ Ａ Ｍ， ＬＩＮＤ Ｎ Ｃ． Ａｎ ｅｘａｃｔ ａｎｄ ｉｎｖａｒｉａｎｔ ｆｉｒｓｔ ｏｒｄｅｒ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｆｏｒｍａｔ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ＡＳＣＥ，
１９７４， １００（１）： １１１⁃１２１

［２］　 ＫＩＵＲＥＧＨＩＡＮ Ａ Ｄ， ＤＥＳＴＥＦＡＮＯ Ｍ． Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ２ｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉ⁃
ｃｓ ＡＳＣＥ， １９９１， １１７（１２）： ２９０４⁃２９２３

［３］　 ＡＵ Ｓ Ｋ， ＢＥＣＫ Ｊ Ｌ． Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｍａｌｌ ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｉｅｓ ｉｎ ｈｉｇｈ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ ｂｙ ｓｕｂｓｅｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ Ｅｎｇｉｎｅｅｒ⁃
ｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００１， １６（４）： ２６３⁃２７７

［４］　 ＡＵ Ｓ Ｋ， ＢＥＣＫ Ｊ Ｌ． Ｉｍｐｏｒｔａｎｔ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｉｎ ｈｉｇｈ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ［Ｊ］． Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ｓａｆｅｔｙ， ２００３， ２５（２）： １３９⁃１６３

·５７８·



西　 北　 工　 业　 大　 学　 学　 报 第 ４３ 卷

［５］　 ＰＲＡＤＬＷＡＲＴＥＲ Ｈ Ｊ， ＳＣＨＵＥＬＬＥＲ Ｇ Ｉ， ＫＯＵＴＳＯＵＲＥＬＡＫＩＳ Ｐ Ｓ， ｅｔ ａｌ． Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｌｉｎｅ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ
ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｂｅｎｃｈｍａｒｋ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］． Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ｓａｆｅｔｙ， ２００７， ２９（３）： ２０８⁃２２１

［６］　 ＤＩＴＬＥＶＳＥＮ Ｏ， ＯＬＥＳＥＮ Ｒ， ＭＯＨＲ Ｇ． Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｌｏａｄ ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｂｙ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｓｔｒｕｃｔｕｒ⁃
ａｌ Ｓａｆｅｔｙ， １９８６， ４（２）： ９５⁃１０９

［７］　 ＡＵ Ｓ Ｋ， ＢＥＣＫ Ｊ Ｌ． Ａ ｎｅｗ ａｄａｐｔｉｖｅ ｉｍｐｏｒｔａｎｃｅ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ［ Ｊ］． Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ｓａｆｅｔｙ， １９９９， ２１
（２）： １３５⁃１５８

［８］ 　 ＰＡＰＡＩＯＡＮＮＯＵ Ｉ， ＰＡＰＡＤＩＭＩＴＲＩＯＵ Ｃ， ＳＴＲＡＵＢ Ｄ． Ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌ ｉｍｐｏｒｔａｎｃｅ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｆｏｒ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ［ Ｊ］．
Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ｓａｆｅｔｙ， ２０１６， ６２： ６６⁃７５

［９］　 ＤＵＢＯＵＲＧ Ｖ， ＳＵＤＲＥＴ Ｂ， ＤＥＨＥＥＧＥＲ Ｆ． Ｍｅｔａｍｏｄｅｌ⁃ｂａｓｅｄ ｉｍｐｏｒｔａｎｃｅ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｆｏｒ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ［Ｊ］． Ｐｒｏｂａ⁃
ｂｉｌｉｓｔｉｃ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１３， ３３： ４７⁃５７

［１０］ 宋述芳， 吕震宙． 基于子集模拟和重要抽样的可靠性灵敏度分析方法［Ｊ］． 力学学报， ２００８， ４０（５）： ６５４⁃６６２
ＳＯＮＧ Ｓｈｕｆａｎｇ， ＬＹＵ Ｚｈｅｎｚｈｏｕ． Ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｓｕｂｓｅｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ａｎｄ ｉｍｐｏｒｔａｎｃｅ ｓａｍｐｌｉｎｇ［Ｊ］． Ｃｈｉｎｅｓｅ
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃ， ２００８， ４０（５）： ６５４⁃６６２ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［１１］ ＥＣＨＡＲＤ Ｂ， ＧＡＹＴＯＮ Ｎ， ＬＥＭＡＩＲＥ Ｍ． ＡＫ⁃ＭＣＳ： ａｎ ａｃｔｉｖｅ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｍｅｔｈｏｄ ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ Ｋｒｉｇｉｎｇ ａｎｄ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ
ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ｓａｆｅｔｙ， ２０１１， ３３（２）： １４５⁃１５４

［１２］ ＦＡＵＲＩＡＴ Ｗ， ＧＡＹＴＯＮ Ｎ． ＡＫ⁃ＳＹＳ： ａｎ ａｄａｐｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ＡＫ⁃ＭＣＳ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｙｓｔｅｍ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ［Ｊ］． Ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ａｎｄ
Ｓｙｓｔｅｍ Ｓａｆｅｔｙ， ２０１４， １２３： １３７⁃１４４

［１３］ ＤＵＢＯＵＲＧ Ｖ， ＳＵＤＲＥＴ Ｂ， ＤＥＨＥＥＧＥＲ Ｆ． Ｍｅｔａｍｏｄｅｌ⁃ｂａｓｅｄ ｉｍｐｏｒｔａｎｃｅ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｆｏｒ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ［Ｊ］． Ｐｒｏｂａ⁃
ｂｉｌｉｓｔｉｃ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１３， ３３： ４７⁃５７

［１４］ 韦新鹏， 姚中洋， 宝文礼， 等． 一种基于主动学习克里金模型的证据理论可靠性分析方法［Ｊ］． 机械工程学报， ２０２４， ６０
（２）： ３５６⁃３６８
ＷＥＩ Ｘｉｎｐｅｎｇ， ＹＡＯ Ｚｈｏｎｇｙａｎｇ， ＢＡＯ Ｗｅｎｌｉ， ｅｔ ａｌ． Ｅｖｉｄｅｎｃｅ⁃ｔｈｅｏｒｙ⁃ｂａｓｅｄ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｍｅｔｈｏｄ ｕｓｉｎｇ ａｃｔｉｖｅ⁃ｌｅａｒｎｉｎｇ Ｋｒｉｇ⁃
ｉｎｇ ｍｏｄｅｌ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０２４， ６０（２）： ３５６⁃３６８ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［１５］ ＺＨＵ Ｘ， ＬＵ Ｚ， ＹＵＮ Ｗ． Ａｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｅｓｔｉｍａｔｉｎｇ ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｗｉｔｈ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｉｍｐｌｉｃｉｔ ｆａｉｌｕｒｅ
ｄｏｍａｉｎｓ ｂｙ ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ Ｍｅｔａ⁃ＩＳ ｗｉｔｈ ＩＳ⁃ＡＫ［Ｊ］． Ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ａｎｄ Ｓｙｓｔｅｍ Ｓａｆｅｔｙ， ２０２０， １９３： １０６６４４

［１６］ 周策， 白斌， 叶楠． 自适应粒子群优化支持向量回归的工程系统可靠性预测［Ｊ］． 机械工程学报， ２０２３， ５９（１４）： ３２８⁃３３８
ＺＨＯＵ Ｃｅ， ＢＡＩ Ｂｉｎ， ＹＥ Ｎａｎ． Ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｏｆ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍ ｂａｓｅｄ ｏｎ ａｄａｐｔｉｖｅ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｓｗａｒｍ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｓｕｐｐｏｒｔ
ｖｅｃｔｏｒ ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０２３， ５９（１４）： ３２８⁃３３８ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［１７］ 胡伟飞， 廖家乐， 郭云飞， 等． 基于物理信息神经网络的时变可靠性分析方法［ Ｊ］． 机械工程学报， ２０２４， ６０（１３）：
１４１⁃１５３
ＨＵ Ｗｅｉｆｅｉ， ＬＩＡＯ Ｊｉａｌｅ， ＧＵＯ Ｙｕｎｆｅｉ， ｅｔ ａｌ． Ｔｉｍｅ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｐｈｙｓｉｃｓ⁃ｉｎｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｔｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ［Ｊ］．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０２４， ６０（１３）： １４１⁃１５３ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［１８］ ＧＡＳＳＥＲ Ｍ， ＳＣＨＵËＬＬＥＲ Ｇ Ｉ． Ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ⁃ｂａｓｅｄ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｓｙｓｔｅｍｓ［ Ｊ］． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｏｆ Ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ
Ｒｅｓｅａｒｃｈ， １９９７， ４６： ２８７⁃３０７

［１９］ ＪＥＮＳＥＮ Ｈ Ａ． Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍｓ ｕｎｄｅｒ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ： ａ ｍｏｖｉｎｇ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｄａｔａｂａｓｅ
ａｐｐｒｏａｃｈ［Ｊ］． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２００５， １９４（１２ ／ １３ ／ １４ ／ １５ ／ １６）： １７５７⁃１７７８

［２０］ 凌春燕， 吕震宙， 员婉莹． 失效概率函数求解的高效算法［Ｊ］． 国防科技大学学报， ２０１８， ４０（３）： １５９⁃１６７
ＬＩＮＧ Ｃｈｕｎｙａｎ， ＬＹＵ Ｚｈｅｎｚｈｏｕ， ＹＵＡＮ Ｗａｎｙｉｎｇ． Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｕｎｉ⁃
ｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｄｅｆｅｎｓｅ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２０１８， ４０（３）： １５９⁃１６７ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［２１］ ＡＵ Ｓ Ｋ． Ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ⁃ｂａｓｅｄ ｄｅｓｉｇｎ ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ｂｙ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ［Ｊ］． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２００５， ８３（１４）： １０４８⁃１０６１
［２２］ ＣＨＩＮＧ Ｊ， ＨＳＩＥＨ Ｙ Ｈ． Ｌｏｃａｌ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｉｔｓ ｃｏｎｆｉｄｅｎｃｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｗｉｔｈ ｍａｘｉｍｕｍ ｅｎｔｒｏｐｙ ｐｒｉｎｃｉ⁃

ｐｌｅ［Ｊ］． Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００７， ２２（１）： ３９⁃４９
［２３］ ＹＵＡＮ Ｘ， ＬＩＵ Ｓ， ＶＡＬＤＥＢＥＮＩＴＯ Ｍ Ａ， ｅｔ ａｌ． Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ ｆｏｒ ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｉｎ ａｕｇｍｅｎｔｅｄ ｓｐａｃｅ

［Ｊ］． Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ｓａｆｅｔｙ， ２０２１， ９２： １０２１０４
［２４］ ＮＩＫＯＬＡＩＤＩＳ Ｅ， ＳＡＬＥＥＭ Ｓ． Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｒｅａｎａｌｙｓｉｓ ｕｓｉｎｇ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ［ Ｊ］． ＳＡＥ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ

ａｎｄ Ｍａｎｕｆａｃｔｕｒｉｎｇ， ２００９， １（１）： ２２⁃３５
［２５］ ＬＩ Ｌ， ＬＵ Ｚ． Ａ ｎｅｗ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｉｍｐｏｒｔａｎｃｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｐｕｔｓ ｗｉｔｈ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ［Ｊ］． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒ⁃

·６７８·



第 ５ 期 汪昊，等：一种新的失效概率函数高效求解方法

ｎａｌ ｏｆ Ｓｙｓｔｅｍｓ Ｓｃｉｅｎｃｅ， ２０１６， ４７（１３）： ３０６５⁃３０７７
［２６］ 陈志远， 李璐祎． 参数不确定性下高效的可靠性灵敏度分析方法［Ｊ］． 航空学报， ２０２２， ４３（９）： １⁃２０

ＣＨＥＮ Ｚｈｉｙｕａｎ， ＬＩ Ｌｕｙｉ． Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｐｕｔｓ ｗｉｔｈ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ
［Ｊ］． Ａｃｔａ Ａｅｒｏｎａｕｔｉｃａ ｅｔ Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃａ Ｓｉｎｉｃａ， ２０２２， ４３（９）： １⁃２０ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［２７］ ＹＵＡＮ Ｘ． Ｌｏｃａｌ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｂｙ ｗｅｉｇｈｔｅｄ ａｐｐｒｏａｃｈ［Ｊ］． Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１３，
３４： １⁃１１

［２８］ ＷＥＩ Ｐ， ＬＵ Ｚ， ＳＯＮＧ Ｊ． Ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ ｇｌｏｂａｌ ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ［Ｊ］． ＡＩＡＡ
Ｊｏｕｒｎａｌ， ２０１４， ５２（４）： ８６７⁃８７８

［２９］ ＺＨＯＵ Ｃ， ＬＩ Ｃ， ＺＨＡＮＧ Ｈ， ｅｔ ａｌ． Ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｂｙ ａｎ ａｄａｐｔｉｖｅ Ｋｒｉｇｉｎｇ ｂａｓｅｄ
ａｐｐｒｏａｃｈ［Ｊ］． Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０２１， ２７８： １１４６８２

Ａ ｎｅｗ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｅｓｔｉｍａｔｉｎｇ ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

ＷＡＮＧ Ｈａｏ１， ＬＩ Ｌｕｙｉ１，２，３， ＬＩＵ Ｊｕｎｃｈａｏ１， ＹＵＡＮ Ｘｉｕｋａｉ４
１．Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ａｅｒｏｎａｕｔｉｃｓ， Ｎｏｒｔｈｗｅｓｔｅｒｎ Ｐｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｘｉ′ａｎ ７１００７２， Ｃｈｉｎａ；
２．Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｋｅｙ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ ｏｆ Ｓｈｏｃｋ Ｗａｖｅ ａｎｄ Ｄｅｔｏｎａｔｉｏｎ Ｐｈｙｓｉｃｓ， Ｍｉａｎｙａｎｇ ６２１９００， Ｃｈｉｎａ；
３．Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｋｅｙ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ ｏｆ Ａｉｒｃｒａｆｔ Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ Ｄｅｓｉｇｎ， Ｘｉ′ａｎ ７１００７２， Ｃｈｉｎａ；
４．Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ａｅｒｏｓｐａｃｅ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， Ｘｉａｍｅｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｘｉａｍｅｎ ３６１００５， Ｃｈｉｎａ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｐｌａｙｓ ａ ｃｒｕｃｉａｌ ｒｏｌｅ ｉｎ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ⁃ｂａｓｅｄ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｄｅｓｉｇｎ．
Ｈｏｗｅｖｅｒ， ｅｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ ａｎｄ ａｃｃｕｒａｔｅｌｙ ｅｓｔｉｍａｔｉｎｇ ｔｈｅ ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｒｅｍａｉｎｓ ａ ｃｈａｌｌｅｎｇｅ． Ｃｏｍｐａｒｅｄ ｔｏ ｔｈｅ
ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ｄｏｕｂｌｅ⁃ｌｏｏｐ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ（ＤＭＣＳ） ｍｅｔｈｏｄ， ｔｈｅ ｓｉｎｇｌｅ⁃ｌｏｏｐ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｒｅａｎａｌｙｓｉｓ （ ＰＲＡ）
ｍｅｔｈｏｄ ｃａｎ ａｌｌｅｖｉａｔｅ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
ｏｆ ｉｎｐｕｔ ｖａｒｉａｂｌｅｓ． Ｎｅｖｅｒｔｈｅｌｅｓｓ， ｆｏｒ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎｖｏｌｖｉｎｇ ｓｍａｌｌ ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｉｅｓ， ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｃｏｓｔ ｏｆ ＰＲＡ ｉｓ
ｓｔｉｌｌ ｉｍｐｒａｃｔｉｃａｌ ｆｏｒ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｔｏ ｆｕｒｔｈｅｒ ｉｍｐｒｏｖｅ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｆａｉｌｕｒｅ
ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ， ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｃｏｍｂｉｎｅｓ ｉｍｐｏｒｔａｎｃｅ ｓａｍｐｌｉｎｇ⁃ｂａｓｅｄ ｓｕｂｓｅｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ（ＳＳ⁃ＩＳ） ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＰＲＡ ｍｅｔｈ⁃
ｏｄ， ａｎｄ ｐｒｏｐｏｓｅｓ ａ ｎｏｖｅｌ ＳＳ⁃ＩＳ⁃ｂａｓｅｄ ＰＲＡ（ＳＳ⁃ＩＳ⁃ＰＲＡ） ｍｅｔｈｏｄ． Ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｓ ｔｈｅ ｆｉｎａｌ ｓｍａｌｌ
ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｎｔｏ ａ ｐｒｏｄｕｃｔ ｏｆ ａ ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ｌａｒｇｅｒ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌ ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｔｈｅｎ ｅｓｔｉ⁃
ｍａｔｅｓ ａｌｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌ ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓｌｙ ｗｉｔｈ ａ ｓｅｔ ｏｆ ｉｎｐｕｔ⁃ｏｕｔｐｕｔ ｓａｍｐｌｅｓ ｂｙ ｖｉｒｔｕｅ ｏｆ ｔｈｅ
ａｄｖａｎｔａｇｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＰＡＲ ｍｅｔｈｏｄ． Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ， ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｄｅｓｉｇｎ ｐｏｉｎｔｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅ⁃
ｔｅｒｓ ａｒｅ ｎｏｒｍａｌｌｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ， ａ ｎｅｗ ｓｔｒａｔｅｇｙ ｆｏｒ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇ ｔｈｅ ｉｍｐｏｒｔａｎｃｅ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ ＳＳ⁃ＩＳ⁃
ＰＡＲ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｉｄｅａ ｏｆ ｍｉｘｅｄ ｉｍｐｏｒｔａｎｃｅ ｓａｍｐｌｉｎｇ． Ｆｉｎａｌｌｙ， ｔｗｏ ｅｘａｍｐｌｅｓ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃ⁃
ｔｉｖｅｎｅｓｓ ａｎｄ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ＳＳ⁃ＩＳ⁃ＰＲＡ ｍｅｔｈｏｄ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ； ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ； ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ ｒｅａｎａｌｙｓｉｓ； ｓｕｂｓｅｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ；
ｉｍｐｏｒｔａｎｃｅ ｓａｍｐｌｉｎｇ

引用格式：汪昊， 李璐祎， 刘俊超， 等． 一种新的失效概率函数高效求解方法［Ｊ］ ． 西北工业大学学报， ２０２５， ４３（５）： ８６９⁃８７７
ＷＡＮＧ Ｈａｏ， ＬＩ Ｌｕｙｉ， ＬＩＵ Ｊｕｎｃｈａｏ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｎｅｗ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｅｓｔｉｍａｔｉｎｇ ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｎｏｒｔｈｗｅｓｔｅｒｎ Ｐｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， ２０２５， ４３（５）： ８６９⁃８７７ （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）

©２０２５ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｒｔｈｗｅｓｔｅｒｎ Ｐｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ．

Ｔｈｉｓ ｉｓ ａｎ Ｏｐｅｎ Ａｃｃｅｓｓ ａｒｔｉｃｌｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｔｅｒｍｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｃｒｅａｔｉｖｅ Ｃｏｍｍｏｎｓ Ａｔｔｒｉｂｕｔｉｏｎ Ｌｉｃｅｎｓｅ （ｈｔｔｐ： ／ ／ ｃｒｅａｔｉｖｅｃｏｍｍｏｎｓ．ｏｒｇ ／ ｌｉｃｅｎｓｅｓ ／ ｂｙ ／ ４．０）， ｗｈｉｃｈ
ｐｅｒｍｉｔｓ ｕｎｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄ ｕｓｅ， ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ， ａｎｄ ｒｅｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｉｎ ａｎｙ ｍｅｄｉｕｍ， ｐｒｏｖｉｄｅｄ ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｗｏｒｋ ｉｓ ｐｒｏｐｅｒｌｙ ｃｉｔｅｄ．

·７７８·




