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行星滚柱丝杠不完整齿轮副啮合特性分析
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摘　 要：根据滚柱螺纹方程、直齿齿廓方程与坐标变换关系，建立行星滚柱丝杠中不完整齿轮副曲面

方程。 基于齿轮啮合原理与不完整齿轮副曲面方程，求解不完整齿轮副的接触点位置与接触线长度。
建立不完整齿轮副的有限元模型，验证了不完整齿轮副啮合模型的正确性。 分析行星滚柱丝杠不完

整齿轮副的啮合特性，结果表明：不完整齿轮副在同一啮合半径下，各直齿结构上接触线长度的最大

值与最小值不受滚柱直齿齿廓起始角度与滚柱直齿螺纹起始角度的影响；当不完整齿轮副齿宽为滚

柱螺纹导程的整数倍时，同一啮合半径下，任一直齿结构上的接触线长度均相同。
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　 　 行 星 滚 柱 丝 杠 （ ｐｌａｎｅｔａｒｙ ｒｏｌｌｅｒ ｓｃｒｅｗ
ｍｅｃｈａｎｉｓｍ，ＰＲＳＭ）是一种通过螺纹啮合将旋转运动

转换为直线运动的机械传动装置。 与滚珠丝杠机构

相比，ＰＲＳＭ 的接触方式更为均匀，相同体积内的接

触点更多，因此具有承载能力大、效率高、寿命长等

特点，目前已被广泛应用于数控机床、工业机器人、
航空航天等领域。 根据主动件的不同，可以将

ＰＲＳＭ 分为标准式 ＰＲＳＭ 和反向式 ＰＲＳＭ，标准式

ＰＲＳＭ 以丝杠的旋转运动作为输入，以螺母的直线

运动作为输出；反向式 ＰＲＳＭ 以长螺母的旋转运动

作为输入，以中空丝杠的直线运动作为输出。
啮合特性研究是进行 ＰＲＳＭ 传动精度与动态响

应分析的基础，亦是其齿形优化设计、摩擦磨损调控

和润滑寿命预估等的前提。 在 ＰＲＳＭ 螺纹副啮合特

性研究中，国内外针对啮合接触位置与轴向间隙的

计算模型主要分为数值啮合和解析啮合 ２ 类。 数值

模型方面，Ｂｌｉｎｏｖ、Ｒｙａｋｈｏｖｓｋｉｙ 及 Ｆｅｄｏｓｏｖｓｋｙ 等［１⁃３］

通过离散化方法构建了典型解决方案：在螺纹重叠

区域建立高密度网格系统，将滚柱与丝杠 ／螺母的曲

面啮合问题转化为网格节点处的空间坐标差值计

算，实现了复杂接触问题的数值表征。 解析模型研

究则基于微分几何原理展开，付晓军与 Ｊｏｎｅｓ 等［４⁃５］

通过建立曲面相切接触条件的数学模型，推导出行

星滚柱丝杠副的啮合方程解析式。 该模型通过参数

化方法实现轴向间隙的精确计算，为系统设计提供

了理论闭环解。
受 ＰＲＳＭ 的特殊传动结构与加工工艺限制，滚

柱两端齿轮因螺纹切割导致其齿轮结构不完整，造
成滚柱两端齿轮与内齿圈或丝杠之间轴向非连续啮

合，形成不完整齿轮副。 不完整齿轮副的作用是约

束滚柱的轴向和旋转自由度，实现运动同步、载荷均

布及传动精度控制，从而增强 ＰＲＳＭ 的系统稳定性

和可靠性。 针对 ＰＲＳＭ 不完整齿轮副的研究，国内

外学者主要围绕参数与工艺优化、动态特性分析等

方向开展相关研究。
在参数与工艺优化领域，韦振兴等［６］ 通过引入

乘除法与模拟退火算法的混合策略，实现了参数全

局优化。 Ｚａｖｙａｌｏｖ 等［７］开发了基于轮廓仪测量与数

学建模的 ＰＲＳＭ 不完整齿轮副标准化参数体系，在
保证质量控制的同时，将其螺纹几何参数的检测效

率提升 ４５％。 在动态特性研究领域，马尚君等［８］ 揭

示了滚柱螺纹节圆与滚柱直齿节圆偏移对 ＰＲＳＭ 运

动参数的动态影响；Ｊｏｎｅｓ 等［９］阐明了节圆不匹配导

致的滚柱轴向迁移现象及其对系统导程的边界约
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束；Ｘｉｎｇ 等［１０］基于节圆误差模型分析了齿轮副啮合

滑动速度的方向和大小变化规律。 Ｆｕ 等［１１⁃１３］ 则在

动态建模方向取得突破，通过六自由度非线性模型

量化了接触力、压力角、摩擦－润滑耦合的非线性效

应，并构建含误差的啮合运动学框架，为载荷分布与

误差传递研究提供理论工具。 许千斤等［１４］ 聚焦齿

轮副啮合激励与惯性力的耦合作用，提出其对螺纹

副动载荷分布的调控机制；马腾龙等［１５］ 则深入研究

螺纹副－齿轮副同步啮合机制，解析转速、负载对接

触载荷波动特性的影响。
现有国内外研究均表明 ＰＲＳＭ 中的齿轮副啮合

状态会对其运动及动态承载特性产生重要影响，但
缺乏考虑螺纹与直齿结构耦合的 ＰＲＳＭ 不完整齿轮

副啮合模型，无法高效准确地对其啮合特性进行分

析。 因此，本文通过研究标准式 ＰＲＳＭ 与反向式

ＰＲＳＭ 中的不完整齿轮副，给出不完整齿轮副的曲

面方程，分析滚柱直齿螺纹起始角度、齿廓起始角度

与不完整齿轮副齿宽对接触线长度的影响，为

ＰＲＳＭ 螺纹副－齿轮副耦合承载及振动分析提供理

论基础。

１　 ＰＲＳＭ 不完整齿轮副结构

１．１　 内啮合与外啮合不完整齿轮副

标准式 ＰＲＳＭ 中，滚柱端部的直齿结构需同时

与丝杠螺纹和安装在螺母端部的内齿圈相匹配，如
图 １ 所示，滚柱直齿和内齿圈共同组成一对内啮合

不完整齿轮副。 Ｏ１⁃Ｘ１Ｙ１Ｚ１ 和 ｏ１
Ｒ⁃ｘ１

Ｒｙ１
Ｒｚ１Ｒ 分别为内啮

合固定坐标系与滚柱坐标系，Ｚ１ 轴和 ｚ１Ｒ 轴均与滚柱

轴线重合，且 ｏ１
Ｒ⁃ｘ１

Ｒｙ１
Ｒｚ１Ｒ 随滚柱旋转。 ｏ１

Ｒｇ⁃ｘ１
Ｒｇｙ１

Ｒｇｚ１Ｒｇ 为

内齿圈坐标系，ｚ１Ｒｇ 轴与内齿圈轴线重合，且原点 ｏ１
Ｒｇ

和 ｏ１
Ｒ 的连线与 ｘ１

Ｒｇ 轴相重合。

图 １　 内啮合不完整齿轮副坐标系

反向式 ＰＲＳＭ 中，滚柱端部的直齿结构需同时

与螺母螺纹和安装在丝杠端部的外齿圈相匹配，如
图 ２ 所示，滚柱直齿和外齿圈共同组成一对外啮合

不完整齿轮副。 采用与标准式 ＰＲＳＭ 类似的方式，
在图 ２ 中建立外啮合固定坐标系 Ｏ２⁃Ｘ２Ｙ２Ｚ２、滚柱坐

标系 ｏ２
Ｒ⁃ｘ２

Ｒｙ２
Ｒｚ２Ｒ 和外齿圈坐标系 ｏ２

Ｗｔ⁃ｘ２
Ｗｔｙ２

Ｗｔｚ２Ｗｔ。

图 ２　 外啮合不完整齿轮副坐标系

由图 １ ～ ２ 可得滚柱坐标系 ｏｉ
Ｒ⁃ｘｉ

Ｒｙｉ
ＲｚｉＲ（ ｉ ＝ １，２）

向固定坐标系 Ｏｉ⁃Ｘ ｉＹｉＺ ｉ 的坐标变换为：

Ｘ ｉ

Ｙｉ

Ｚ ｉ

１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝ Ｔ ｉ
Ｒ·

ｘｉ
Ｒ

ｙｉ
Ｒ

ｚｉＲ
１

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

（１）

Ｔ ｉ
Ｒ ＝

ｃｏｓφｉ － ｓｉｎφｉ ０ ０
ｓｉｎφｉ ｃｏｓφｉ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

（２）

式中： φ ｉ 为滚柱坐标系 ｏｉ
Ｒ⁃ｘｉ

Ｒｙｉ
ＲｚｉＲ 相对于固定坐标

系 Ｏｉ⁃Ｘ ｉＹｉＺｉ 在 Ｚ ｉ 轴周向的旋转角度。
内齿圈坐标系 ｏ１

Ｒｇ － ｘ１
Ｒｇｙ１

Ｒｇｚ１Ｒｇ 向内啮合固定坐标

系 Ｏ１⁃Ｘ１Ｙ１Ｚ１ 的坐标变换为：

Ｘ１

Ｙ１

Ｚ１

１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝ Ｔ１
Ｒｇ·

ｘ１
Ｒｇ

ｙ１
Ｒｇ

ｚ１Ｒｇ

１

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

（３）

Ｔ１
Ｒｇ ＝

ｃｏｓ
φ１

Ｚ１
Ｒ ／ Ｚ１

Ｒｇ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｓｉｎ

φ１

Ｚ１
Ｒ ／ Ｚ１

Ｒｇ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ０ ０

ｓｉｎ
φ１

Ｚ１
Ｒ ／ Ｚ１

Ｒｇ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ

φ１

Ｚ１
Ｒ ／ Ｚ１

Ｒｇ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ０ － ａ１

Ｒ

０ ０ １ ０
０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

（４）

·３９１１·
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式中： Ｚ１
Ｒ 和 Ｚ１

Ｒｇ 分别为滚柱直齿与内齿圈的齿数；
ａ１

Ｒ 为内啮合不完整齿轮副的中心距。
外齿圈坐标系 ｏ２

Ｗｔ⁃ｘ２
Ｗｔｙ２

Ｗｔｚ２Ｗｔ 向外啮合固定坐标

系 Ｏ２⁃Ｘ２Ｙ２Ｚ２ 的坐标变换为：

Ｘ２

Ｙ２

Ｚ２

１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝ Ｔ２
Ｗｔ·

ｘ２
Ｗｔ

ｙ２
Ｗｔ

ｚ２Ｗｔ

１

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

（５）

Ｔ２
Ｗｔ ＝

ｃｏｓ
φ２

Ｚ２
Ｒ ／ Ｚ２

Ｗｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ

φ２

Ｚ２
Ｒ ／ Ｚ２

Ｗｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ０ ０

－ ｓｉｎ
φ２

Ｚ２
Ｒ ／ Ｚ２

Ｗｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ

φ２

Ｚ２
Ｒ ／ Ｚ２

Ｗｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ０ ａ２

Ｒ

０ ０ １ ０
０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

（６）
式中： Ｚ２

Ｗｔ 为外齿圈的齿数；ａ２
Ｒ 为内啮合不完整齿轮

副的中心距。
１．２　 滚柱不完整直齿结构

如图 ３ 所示，滚柱直齿同时具有螺纹和直齿结

构。 因为滚柱直齿结构仅会出现在如图 ３ 蓝色虚线

所围的螺纹结构上，所以区别于传统直齿轮，滚柱直

齿沿着 ｚｉＲ 轴方向结构并不完整，是由多个既有齿轮

特征又有螺纹特征的齿牙所构成。
假设图 ３ 所示滚柱直齿的齿数为 Ｚ ｉ

Ｒ，定义沿着

轴线方向，被图３红色虚线椭圆所圈入结构为１个滚

柱直齿结构，则滚柱直齿 ｊｉＲ 为沿顺时针方向靠近 ｘｉ
Ｒ

正半轴的第 ｊｉＲ 个直齿结构，且 ｊｉＲ ＝ １，２，…，Ｚ ｉ
Ｒ。 如图

３ 所示，滚柱直齿 ｊｉＲ 共由 Ｎ ｊｉＲ
段非连续齿牙所构成，

则滚柱齿牙 ｊｉＲ × ｑ为直齿结构 ｊｉＲ 上沿 ｚｉＲ 轴方向靠近

ｘｉ
Ｒｏｉ

Ｒｙｉ
Ｒ 平面的第 ｑ 个齿牙，且（ｑ ＝ １，２，…，Ｎ ｊｉＲ

）。

图 ３　 滚柱直齿结构组成

滚柱不完整直齿中，螺纹结构与齿轮结构的相

位关系定义如图４所示。 图４中，ｒｉＲ 是直齿结构的分

度圆半径；曲线Γ ｉ
Ｒ 为直齿结构１靠近 ｘｉ

Ｒ 正半轴的一

侧齿面在 ｘｉ
Ｒｏｉ

Ｒｙｉ
Ｒ 平面上的投影，并定义 φ ｉ

Ｒ０ 为曲线

Γ ｉ
Ｒ 在零件坐标系 ｏｉ

Ｒ⁃ｘｉ
Ｒｙｉ

ＲｚｉＲ 中的起始角度，φ ｉ
Ｒ０ ∈

［０，２π ／ Ｚ ｉ
Ｒ）；Ｂ ｉ 为滚柱直齿的齿宽；ｏｉ

ｓ⁃ｕｉ
ｓｗ ｉ

ｓｖｉｓ（ ｉ ＝ １，
２） 为滚柱直齿螺纹结构截面坐标系，ｒｉ 为滚柱螺纹

的名义半径；λ ｉ 为滚柱螺纹的螺旋升角；曲线 Γ ｉ
Ｔ 为

半径 ｒｉ、螺旋升角 λ ｉ 的圆柱螺旋线，曲线 Γ ｉ
Ｔｅ 为曲线

Γ ｉ
Ｔ 向 ｚｉＲ 负半轴延伸的圆柱螺旋线；截面坐标系的原

点 ｏｉ
ｓ 在曲线 Γ ｉ

Ｔ 或 Γ ｉ
Ｔｅ 上，ｗ ｉ

ｓ 轴与 ｚｉＲ 轴平行，平面

ｕｉ
ｓｏｉ

ｓｗ ｉ
ｓ 通过 ｚｉＲ 轴；θ ｉ

０ 为曲线 Γ ｉ
Ｔ 在坐标系 ｏｉ

Ｒ⁃ｘｉ
Ｒｙｉ

ＲｚｉＲ
中的起始角度；θ ｉ 为点 ｏｉ

ｓ 与曲线 Γ ｉ
Ｔ 起始点在平面

ｘｉ
Ｒｏｉ

Ｒｙｉ
Ｒ 上关于点 ｏｉ

Ｒ 的夹角。

图 ４　 滚柱直齿零件坐标系

２　 不完整齿轮副曲面方程

根据螺旋曲面的参数表示方法［１６］，由坐标变换

关系得滚柱直齿中螺旋结构的螺旋曲面方程为

ｒｉＲ１（ｕｉ，θｉ） ＝

（ｕｉ ＋ ｒｉ）ｃｏｓ（θｉ ＋ θｉ
０）

（ｕｉ ＋ ｒｉ）ｓｉｎ（θｉ ＋ θｉ
０）

ξｉＲ１（ｗ ｉ
Ｔｓ ＋ （ ｒｉＴｓ） ２ － （ｕｉ ＋ ｒｉＴｓｓｉｎβｉ） ２ ） ＋

θｉＬｉ
Ｒ

２π
－ Ｌｉ

Ｒ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

（７）
式中：上标 ｉ ＝ １，２分别代表内啮合和外啮合；ｕｉ 和 θ ｉ

代表滚柱直齿中螺纹结构的螺纹曲面方程在其零件

坐标系中的曲面坐标，其中 ｕｉ ∈ ［ａｉ，ｂｉ］；ξ ｉ
Ｒ１ 取 １ 或

·４９１１·
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－ １ 代表滚柱螺旋结构的上或下螺旋曲面。 由（７）
式与渐开线齿面角度关系得滚柱直齿、内齿圈和外

齿圈在各自坐标系中的统一直齿齿廓方程为

ｒｉｋ（αｉ
ｋ） ＝

ｒｉｂｋ
ｃｏｓαｉ

ｋ

ｃｏｓ φｉ
ｋ０ ＋ π

Ｚ ｉ
ｋ

２ｊｉｋ ＋ １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ξｉｋ２·ｇｉ

ｋ（αｉ
ｋ）{ }

ｒｉｂｋ
ｃｏｓαｉ

ｋ

ｓｉｎ φｉ
ｋ０ ＋ π

Ｚ ｉ
ｋ

２ｊｉｋ ＋ １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ξｉｋ２·ｇｉ

ｋ（αｉ
ｋ）{ }

ｔｉｋ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

（８）

ｇｉ
ｋ（αｉ

ｋ） ＝ ｔａｎαｉ
ｋ － αｉ

ｋ －
φｉ

ｋ

２
－ φｉ

１ｋ （９）

式中：下标 ｋ取Ｒ，Ｒｇ和Ｗｔ分别代表滚柱直齿、内齿

圈与外齿圈；ｊｉｋ 为直齿齿廓中第 ｊｉｋ 个直齿结构，ｊｉｋ ∈
（０，１，…，Ｚ ｉ

ｋ）；ξ ｉ
ｋ２ 取 １ 或 － １ 代表前或后渐开线齿

面；ｒｉｋ 为渐开线上一点的向径；θ ｉ
ｋ 为渐开线上该点与

基圆法线之间的展角；α ｉ
ｋ 为渐开线在该点的压力

角；ｒｉｂｋ 为基圆半径；φ ｉ
ｋ 为齿厚关于圆心的夹角，其值

为 π ／ Ｚ ｉ
ｋ；φ ｉ

１ｋ 为两侧渐开线在分度圆上点与基圆法

线关于圆心的夹角；α ｉ
ｋ 为齿廓渐开线在该点的压力

角。 α ｉ
ｋ 的取值范围为

αｉ
ｋ ∈ ａｒｃｃｏｓ

ｒｉｂｋ
ｒｉｆｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ａｒｃｃｏｓ

ｒｉｂｋ
ｒｉａｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（１０）

式中： φ ｉ
ｋ０ 是直齿齿廓在零件坐标系中的起始角度，

其中 φ１
Ｒｇ０ 和 φ２

Ｗｔ０ 分别为当 φ ｉ ＝ ０ 时，内齿圈和外齿

圈与滚柱直齿相啮合直齿齿廓在各自零件坐标系中

的初始角度。 φ１
Ｒｇ０ 和 φ２

Ｗｔ０ 的值分别为

φ１
Ｒｇ０ ＝

Ｚ１
Ｒ

Ｚ１
Ｒｇ

φ１
Ｒ０ （１１）

φ２
Ｗｔ０ ＝ －

Ｚ２
Ｒ

Ｚ２
Ｗｔ

φ２
Ｒ０ ＋ π （１２）

　 　 （８）式中， ｔｉｋ 为滚柱直齿、内齿圈和外齿圈的 ｚｉｋ
轴坐标。 根据内齿圈与外齿圈的结构特征可知 ｔｉｋ
（ｋ 取 Ｒｇ，Ｗｔ） 可在 ０ ～ Ｂ ｉ 之间任意取值，Ｂ ｉ 为不完

整齿轮副的齿宽；由于螺纹结构的存在，滚柱直齿齿

廓形状并不是连续的齿面，ｔｉＲ 的取值范围为

ｔｉＲ ∈ ［０，Ｂ ｉ
Ｒ］ ∩ Ｓｉ （１３）

Ｓｉ ＝
Ｒ，

ｒｉｂＲ
ｃｏｓαｉ

Ｒ

＜ ｒｉ － ｂｉ

Ｕｉ，
ｒｉｂＲ

ｃｏｓαｉ
Ｒ

≥ ｒｉ － ｂｉ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（１４）

Ｕｉ ＝∪ ［ － ｆ ｉ（ｕｉ
Ｒ） ＋ ｈｉ（θｉ

Ｒ），ｆ ｉ（ｕｉ
Ｒ） ＋ ｈｉ（θｉ

Ｒ）］
（１５）

ｆ ｉ（ｕｉ
Ｒ） ＝ ｗ ｉ

Ｔｓ ＋ （ ｒｉＴｓ） ２ － （ｕｉ
Ｒ ＋ ｒｉＴｓｓｉｎβｉ） ２

（１６）

ｈｉ（θｉ
Ｒ） ＝

（θｉ
Ｒ － θｉ

０）Ｌｉ
Ｒ

２π
－ Ｌｉ

Ｒ （１７）

　 　 由坐标变换关系与（８）式得滚柱直齿、内齿圈

和外齿圈在固定坐标系中的曲面方程为

ｒｉｋｍ（αｉ
ｋ，φｉ） ＝ Ｔ ｉ

ｋ·
ｒｉｋ（αｉ

ｋ）
１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（１８）

３　 不完整齿轮副啮合模型

３．１　 接触点位置

如图 ５ 所示，不完整齿轮副在滚柱直齿上的接

触线并不连续，但同一直齿上的线段具有相同的

Ｘ ｉＯｉＹｉ 平面投影点，记作不完整齿轮副的接触点。
如图 ８ 所示，该接触点在固定坐标系 Ｏｉ⁃Ｘ ｉＹｉＺ ｉ 与对

应零件坐标系中的位置为Ｐ ｉ
ｊ（ｘｉ

ｊ，ｙｉ
ｊ） 和Ｐ ｉ

ｋｊ（ｘｉ
ｋｊ，ｙｉ

ｋｊ）。
定义投影点与原点 Ｏｉ 的距离为啮合半径 ｒｉｍＲｊ ，则

ｒｉｍＲｊ ＝ （ｘｉ
ｊ） ２ ＋ （ｙｉ

ｊ） ２ （１９）
式中，下标 ｊ表示接触点位于直齿结构 ｊｉＲ 在Ｘ ｉＯｉＹｉ 平

面上的投影上。

图 ５　 不完整齿轮副接触点位置

ＰＲＳＭ 内啮合与外啮合不完整齿轮副的统一基

圆公切线方程为

ｙｉ ＝ ξｉｕ（ｃｉＲｘｉ － ｄｉ
Ｒ） （２０）

式中， ξ ｉ
ｕ ＝ １和 － １分别代表不完整齿轮副的逆时针

啮合和顺时针啮合，即当 ξ ｉ
ｕ ＝ １ 时， φ ｉ ＞ ０；当 ξ ｉ

ｕ ＝
－ １ 时， φ ｉ ＜ ０；ｃｉＲ 和 ｄｉ

Ｒ 取值分别为

·５９１１·
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ｃｉＲ ＝
ｒｉｂｋ － ξｉｍｒｉｂＲ

（ａｉ
Ｒ） ２ － （ ｒｉｂｋ － ξｉｍｒｉｂＲ） ２

ｄｉ
Ｒ ＝

ａｉ·ｒｉｂＲ
（ａｉ

Ｒ） ２ － （ ｒｉｂｋ － ξｉｍｒｉｂＲ） ２

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（２１）

式中，当 ｉ ＝ １时，ξ ｉ
ｍ ＝ １，ｋ取Ｒｇ；当 ｉ ＝ ２时，ξ ｉ

ｍ ＝ － １，
ｋ 取 Ｗｔ。

根据齿轮啮合原理，联立（１８） 和（２１） 式得

［ｒｉｋｍ（αｉ
ｋ，φｉ）］ ｙ ＝ ξｉｕ（ｃｉＲ·［ｒｉｋｍ（αｉ

ｋ，φｉ）］ ｘ － ｄｉ
Ｒ）
（２２）

式中： ［·］ ｘ 和［·］ ｙ 分别代表向量的 Ｘ ｉ 坐标与 Ｙｉ 坐

标。 求解（２２） 式可得不完整齿轮副的接触点在固

定坐标系下的坐标 Ｐ ｉ
ｊ（ｘｉ

ｊ，ｙｉ
ｊ）。

３．２　 接触线长度

如图 ６ 所示，不完整齿轮副的接触线被分割成

多条不连续的线段，此时不完整齿轮副的接触线长

度为各个齿牙上的接触线长度之和。 图 ６ 中， ｈｉ
ｑｊ 为

齿牙 ｊｉＲ × ｑ上的接触线，ｔｉｑｊｕ 和 ｔｉｑｊｂ 分别为接触线 ｈｉ
ｑｊ 上

端点和下端点的 ｚｉＲ 轴坐标。 则 ｈｉ
ｑｊ 值为

ｈｉ
ｑｊ ＝ ｔｉｑｊｕ － ｔｉｑｊｂ （２３）

图 ６　 不完整齿轮副接触线长度

　 　 由图 ６ 得 ｔｉｑｊｕ 和 ｔｉｑｊｂ 的值为

ｔｉｑｊｕ ＝ ｍａｘ｛ｍｉｎ｛ ｆｉ（ｕｉ
ｑｊ） ＋ ｈｉ（θｉ

ｑｊ） ＋

　 （ｑ － １）Ｌｉ
Ｒ，Ｂ ｉ｝，０｝

ｔｉｑｊｂ ＝ ｍｉｎ｛ｍａｘ｛ － ｆｉ（ｕｉ
ｑｊ） ＋ ｈｉ（θｉ

ｑｊ） ＋

　 （ｑ － １）Ｌｉ
Ｒ，０｝，Ｂ ｉ｝

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（２４）

式中， ｕｉ
ｑｊ 和 θ ｉ

ｑｊ 为接触点在滚柱坐标系上的曲面坐

标，其值为

ｕｉ
ｑｊ ＝ （ｘｉ

Ｒｊ） ２ ＋ （ｙｉ
Ｒｊ） ２ － ｒｉ （２５）

θｉ
ｑｊ ＝ θｉ（ｘｉ

Ｒｊ，ｙｉ
Ｒｊ） （２６）

θｉ（ｘｉ
Ｒｊ，ｙｉ

Ｒｊ） ＝

ａｒｃｔａｎ
ｙｉ
Ｒｊ

ｘｉ
Ｒｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 ｘｉ

Ｒｊ ＞ ０ ＆ ｙｉ
Ｒｊ ＞ ０

π
２
，　 　 　 ｘｉ

Ｒｊ ＝ ０ ＆ ｙｉ
Ｒｊ ＞ ０

π ＋ ａｒｃｔａｎ
ｙｉ
Ｒｊ

ｘｉ
Ｒｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 ｘｉ

Ｒｊ ＜ ０

３π
２
，　 　 　 ｘｉ

Ｒｊ ＝ ０ ＆ ｙｉ
Ｒｊ ＜ ０

２π ＋ ａｒｃｔａｎ
ｙｉ
Ｒｊ

ｘｉ
Ｒｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 ｘｉ

Ｒｊ ＞ ０ ＆ ｙｉ
Ｒｊ ＜ ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（２７）
式中， 滚 柱 坐 标 系 ｏｉ

Ｒ⁃ｘｉ
Ｒｙｉ

ＲｚｉＲ 下 的 接 触 点 坐 标

Ｐ ｉ
Ｒｊ（ｘｉ

Ｒｊ，ｙｉ
Ｒｊ） 的求法为

ｘｉ
Ｒｊ

ｙｉ
Ｒｊ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝

ｃｏｓφｉ － ｓｉｎφｉ

ｓｉｎφｉ ｃｏｓφｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
·

ｘｉ
ｊ

ｙｉ
ｊ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

（２８）

　 　 由图 ６ 和（２４） ～ （２８）式得到不完整齿轮副在

直齿结构 ｊｉＲ 上的接触线长度 Ｌｉ
ｊ 值为

Ｌｉ
ｊ ＝ ∑

ｑ ＝ １
ｈｉ
ｑｊ （２９）

４　 模型验证

根据表 １ 提供的结构参数，建立如图 ７ 所示的

不完整齿轮副的有限元模型，滚柱直齿、内齿圈与外

齿圈的弹性模量和泊松比分别为 ２１０ ＧＰａ 和 ０．３。
表 １　 不完整齿轮副结构参数

参数
滚柱直齿

Ｒ
内齿圈

Ｒｇ
外齿圈

Ｗｔ
齿数 Ｚｉ

ｋ ２６ １３０ ７８
模数 ｍｉ ０．２５ ０．２５ ０．２５

齿顶高系数 ｈ∗
ａ １ １ １

顶隙系数 ｃ∗ ０．３５ ０．３５ ０．３５
压力角 α ／ （ 􀳱） ２０ ２０ ２０
齿宽 Ｂｉ ／ ｍｍ ４ ４ ４

齿廓起始角度 φｉ
ｋ０ ／ （ 􀳱） １３５

２６
１３５
１３０

１８０－１３５
７８

螺纹起始角度 θｉ
０ ／ （ 􀳱） ０

名义半径 ｒｉ ／ ｍｍ ３．２５
牙顶高 ａｉ ／ ｍｍ ０．２７
牙底高 ｂｉ ／ ｍｍ ０．４４
半牙厚 ｃｉ ／ ｍｍ ０．４５
牙侧角 βｉ ／ （ 􀳱） ４５
导程 Ｌｉ

Ｒ ／ ｍｍ ２
滚柱轮廓半径 ｒｉＴｓ ／ ｍｍ ４．５９６

·６９１１·
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　 　 对于内啮合不完整齿轮副有限元模型，如图

７ａ）所示，在滚柱直齿轴的周向方向施加旋转角度

φ１ ＝ － ０．１２ ｒａｄ，分成３个增量步完成，并约束 ｚ１Ｒ 轴的

其余自由度；向内齿圈 ｚ１Ｒｇ 轴的周向施加 ５０ Ｎ·ｍｍ
的扭矩，并约束 ｚ１Ｒｇ 轴的其余自由度。 对直齿结构２６
与直齿结构 １ 的网格进行细化并在其内齿圈啮合侧

设置 ３ 个接触对。

图 ７　 有限元模型

对于外啮合不完整齿轮副有限元模型， 如图

７ｂ） 所示，在滚柱直齿 ｚ２Ｒ 轴的周向方向施加旋转角

度 φ２ ＝ － ０．１２ ｒａｄ，分成 ３ 个增量步完成，并约束 ｚ２Ｒ
轴的其余自由度；向滚柱直齿 ｚ２Ｗｔ 轴的周向施加数值

为 － ５０ Ｎ·ｍｍ 的扭矩，并约束 ｚ２Ｗｔ 轴的其余自由

度。 对直齿结构 ＃２６与直齿结构 ＃１的网格进行细化

并在其外齿圈啮合侧设置 ３ 个接触对。 通过建立不

完整齿轮副的有限元模型，求得各个旋转角度下的

接触应力云图，并测量得到直齿结构 ２６ 的啮合半径

与接 触 线 长 度。 其 中 滚 柱 直 齿 旋 转 角 度 为

－ ０．０２ ｒａｄ 的接触应力云图如图 ８ 所示。

图 ８　 接触应力云图

表 ２ ～ ３ 对比了有限元模型与不完整齿轮副模

型对直齿结构 ２６ 的计算结果，分别展示了内外啮合

不完整齿轮副的啮合半径与接触线长度数据。
表 ２　 内啮合不完整齿轮副计算结果对比

滚柱直齿旋转角度

φ１
Ｒ ／ ｒａｄ

有限元模型

啮合半径 ｒ１ｍＲ２６ ／ ｍｍ 接触线长度 Ｌ１
２６ ／ ｍｍ

不完整齿轮副啮合模型

啮合半径 ｒ１ｍＲ２６ ／ ｍｍ 接触线长度 Ｌ１
２６ ／ ｍｍ

－０．０４ ３．３６６ ９ １．３１５ ４ ３．３６７ ２（０．０１％） １．３１３ ５（０．１４％）
－０．０８ ３．４２０ ７ １．０７８ １ ３．４２０ ５（０．００７％） １．０８０ ２（０．２０％）
－０．１２ ３．４７３ ６ ０．８３１ ０ ３．４７７ ２（０．１０％） ０．８２２ ６（１．０１％）

表 ３　 外啮合不完整齿轮副计算结果对比

滚柱直齿旋转角度

φ２
Ｒ ／ ｒａｄ

有限元模型

啮合半径 ｒ２ｍＲ２６ ／ ｍｍ 接触线长度 Ｌ２
２６ ／ ｍｍ

不完整齿轮副啮合模型

啮合半径 ｒ２ｍＲ２６ ／ ｍｍ 接触线长度 Ｌ２
２６ ／ ｍｍ

－０．０４ ３．３６３ ２ １．３２２ ３ ３．３６７ ２（０．１２％） １．３１３ ５（０．６７％）
－０．０８ ３．４１７ ９ １．０８８ ４ ３．４２０ ５（０．０８％） １．０８０ ２（０．７５％）
－０．１２ ３．４７５ ２ ０．８２７ ７ ３．４７７ ２（０．０６％） ０．８２２ ６（０．６１％）

　 　 　 注：表 ２～３ 括号中的百分数为不完整齿轮副啮合模型的计算结果与有限元模型计算结果的相对值。
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　 　 由表 ２～３ 可知，不完整齿轮副啮合半径随滚柱

直齿旋转角度绝对值的增大而增大，接触线长度随

滚柱直齿旋转角度绝对值的增大而减小；不完整齿

轮副啮合模型与有限元模型的啮合半径最大相对误

差最大为 ０． １２％，接触线长度最大相对误差为

１．０１％，在应允的误差限范围内。 综上，本文所建立

的不完整齿轮副啮合模型能用作计算不完整齿轮副

的接触点位置与接触线长度。

５　 结构参数影响分析

设不完整齿轮副顺时针啮合的啮合半径 ｒｉｍＲ 与

滚柱直齿分度圆半径 ｒｉＲ 相等，滚柱直齿上各直齿结

构上的接触线长度为 Ｌｉ
ｊ（ ｒｉＲ）（ ｊ ＝ １，２，…，Ｚ ｉ

Ｒ）。
研究滚柱直齿齿廓起始角度 φ ｉ

Ｒ０、滚柱直齿螺

纹起 始 角 度 θ ｉ
０ 和 齿 宽 Ｂ ｉ 对 ｍｉｎ｛Ｌｉ

ｊ（ ｒｉＲ）｝ 和

ｍａｘ｛Ｌｉ
ｊ（ ｒｉＲ）｝ 的影响。

５．１　 滚柱直齿齿廓起始角度

不完整齿轮副的齿宽 Ｂ ｉ ＝ ５ ｍｍ（ ｉ ＝ １，２），不完

整齿轮副除齿宽与齿廓起始角度外均用表 １ 参数。
由图 ４ 可知，滚柱直齿齿廓起始角度 φ ｉ

Ｒ０ ∈［０，
２π ／ Ｚ ｉ

Ｒ）。 则滚柱直齿齿廓起始角度从 ０ ～ ２π ／ Ｚ ｉ
Ｒ

时，内啮合与外啮合不完整齿轮副中 ｍｉｎ｛Ｌｉ
ｊ（ ｒｉＲ）｝

和 ｍａｘ｛Ｌｉ
ｊ（ ｒｉＲ）｝ 的变化如图 ９ 所示。

图 ９　 φ ｉ
Ｒ０ 对 ｍｉｎ｛Ｌｉ

ｊ（ ｒｉＲ）｝ 和 ｍａｘ｛Ｌｉ
ｊ（ ｒｉＲ）｝ 的影响

由图 ９ 可知，ｍｉｎ｛Ｌｉ
ｊ（ ｒｉＲ）｝ 和 ｍａｘ｛Ｌｉ

ｊ（ ｒｉＲ）｝ 不会

随着滚柱直齿齿廓起始角度变化而变化。
５．２　 滚柱直齿螺纹起始角度

不完整齿轮副的齿宽 Ｂ ｉ ＝ ５ ｍｍ（ ｉ ＝ １，２），不完

整齿轮副除齿宽与螺纹起始角度以外均采用表 １ 的

结构参数。
滚柱直齿螺纹起始角度 θ ｉ

０ ∈ ［０，２π），则滚柱

直齿齿廓起始角度从 ０ 至 ２π 时，内啮合与外啮合不

完整齿轮副中 ｍｉｎ｛Ｌｉ
ｊ（ ｒｉＲ）｝ 和 ｍａｘ｛Ｌｉ

ｊ（ ｒｉＲ）｝ 的变化

如图 １０ 所示。

图 １０　 θ ｉ
０ 对 ｍｉｎ｛Ｌｉ

ｊ（ ｒｉＲ）｝ 和 ｍａｘ｛Ｌｉ
ｊ（ ｒｉＲ）｝ 的影响

由图 １０ 可知，ｍｉｎ｛Ｌｉ
ｊ（ ｒｉＲ）｝ 和 ｍａｘ｛Ｌｉ

ｊ（ ｒｉＲ）｝ 不

会随着滚柱直齿螺纹起始角度变化而变化。
当滚柱直齿齿廓起始角度 φ ｉ

Ｒ０ 或滚柱直齿螺纹

起始角度 θ ｉ
０ 其中一个值保持不变时，另一个值的变

化不会影响 ｍｉｎ｛Ｌｉ
ｊ（ ｒｉＲ）｝ 和 ｍａｘ｛Ｌｉ

ｊ（ ｒｉＲ）｝ 的值，因
此滚柱直齿齿廓与滚柱直齿螺纹的相对起始角度不

会对 ｍｉｎ｛Ｌｉ
ｊ（ ｒｉＲ）｝ 和 ｍａｘ｛Ｌｉ

ｊ（ ｒｉＲ）｝ 的值产生影响。
５．３　 齿宽

不完整齿轮副除齿宽以外均采用表 １ 的结构参

数。 当不完整齿轮副齿宽从 ２～１０ ｍｍ 时，内啮合与

外 啮 合 不 完 整 齿 轮 副 中 ｍｉｎ｛Ｌｉ
ｊ（ ｒｉＲ）｝ 和

ｍａｘ｛Ｌｉ
ｊ（ ｒｉＲ）｝ 的变化如图 １１ 所示。

由图 １１ 可知，当齿宽 Ｂ ｉ 从 ｎｉＬｉ
Ｒ（ｎｉ ∈ Ｎ ＋） 增加

至（ｎｉ ＋ １）Ｌｉ
Ｒ 的过程中，ｍａｘ｛Ｌｉ

ｊ（ ｒｉＲ）｝ 的值呈现先增

加后不变的趋势，而 ｍｉｎ｛Ｌｉ
ｊ（ ｒｉＲ）｝ 的值呈现先不变

再增加的趋势。 且当不完整齿轮副齿宽为滚柱螺纹

导程的整数倍时，即 Ｂ ｉ ＝ ｎｉＬｉ
Ｒ 时，ｍａｘ｛Ｌｉ

ｊ（ ｒｉＲ）｝ 值与

ｍｉｎ｛Ｌｉ
ｊ（ ｒｉＲ）｝ 值相等。 说明当不完整齿轮副齿宽为

滚柱螺纹导程的整数倍时，同一啮合半径下，任一直

齿结构上的接触线长度均相等。

·８９１１·
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图 １１　 Ｂｉ 对 ｍｉｎ｛Ｌｉ
ｊ（ ｒｉＲ）｝ 和 ｍａｘ｛Ｌｉ

ｊ（ ｒｉＲ）｝ 的影响

６　 结　 论

１） 结合滚柱螺纹方程、渐开线方程与坐标变换

关系，建立了 ＰＲＳＭ 内啮合和外啮合不完整齿轮副

在固定坐标系下的曲面方程；结合不完整齿轮副的

曲面方程与齿轮啮合原理，求解出不完整齿轮副的

接触点位置和接触线长度。
２） 不完整齿轮副在同一啮合半径 ｒｉｍＲ 下，各直

齿结构上的接触线长度的最大值 ｍａｘ｛Ｌｉ
ｊ（ ｒｉｍＲ）｝ 与

最小值 ｍｉｎ｛Ｌｉ
ｊ（ ｒｉｍＲ）｝ 不受滚柱直齿齿廓起始角度

φ ｉ
Ｒ０ 与滚柱直齿螺纹起始角度 θ ｉ

０ 的影响。
３） 当不完整齿轮副齿宽 Ｂ ｉ 为滚柱螺纹导程 Ｌｉ

Ｒ

的整数倍时，同一啮合半径下，任一直齿结构上的接

触线长度均相同。 在 ＰＲＳＭ 不完整齿轮副的设计

中，建议将不完整齿轮副齿宽 Ｂ ｉ 设计为滚柱螺纹导

程 Ｌｉ
Ｒ 的整数倍。
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